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Vorwort
Punkteza¨hlproblem:
Als Motivation fu¨r diese Arbeit dient das Punkteza¨hlproblem - das darin be-
steht, die Anzahl der rationalen Punkte einer Varieta¨t zu bestimmen, wobei
diese Varieta¨t u¨ber einen endlichen Ko¨rper definiert ist.
Dieses Problem hat sowohl eine große theoretische Bedeutung im Zusam-
menhang mit der Weilschen Zetafunktion als auch wichtige praktische An-
wendungen im Bereich der assymetrischen Kryptographie. Diese beiden Sei-
ten des Punkteza¨hlproblems beschreiben wir in dem ersten, einfu¨hrenden
Kapitel.
Im letzten Jahrzehnt entstand eine neue Klasse von effizienten p-adischen
Punkteza¨hlalgorithmen, die auf den Algorithmen von Satoh [Sat] und Ked-
laya [Kedl] basieren. Die Algorithmen aus diesen Klassen bestehen aus zwei
folgenden Schritten:
1. Berechnung einer p-adischen Liftung F˜ des Frobeniusmorphismus
2. Berechnung der Zetafunktion (bzw. der Anzahl der rationalen Punkte)
durch die Betrachtung der von F˜ induzierten Operation auf bestimm-
ten, in Charakteristik 0 definierten, Darstellungsra¨umen
Im Algorithmus von Kedlaya wird dabei die Monsky-Washnitzer Kohomolo-
gie und im Algorithmus von Satoh der Raum der holomorphen Differentialen
auf der kanonischen Liftung einer elliptischen Kurve als Darstellungsraum
verwendet.
Zielsetzung:
Als Ausgangspunkt dieser Arbeit diente der Liftungsschritt im Kedlaya-
Algorithmus (in dem der Frobeniusmorphismus auf den gewissen affinen
hyperelliptischen Kurven u¨ber den p-adischen Ring Zq geliftet wird), sowie
zwei folgende triviale Bemerkungen:
- Liftung des Frobeniusmorphismus wird mit einer endlichen p-adischen Ge-
nauigkeit berechnet, so dass man eigentlich eine Liftung u¨ber den endlichen
Quotientenringen Zq/pnZq erha¨lt.
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- Liftung des Frobeniusmorphismus auf affinen Varieta¨ten ist nicht eindeu-
tig und die Wahl der Liftung im Algorithmus war ausschließlich durch die
schnelle Konvergenz der (bei der Berechnung auftretenden) Potenzreihen
motiviert.
- Auch die Wahl der verwendeten affinen Kurven ist durch den Liftungs-
algorithmus beeinflu¨ßt.
Diese Beobachtungen fu¨hrten zu den folgenden Zielsetzungen:
1. Mo¨glichst explizite Parametrisierung aller Liftungen des Frobenius-
morphismus auf affinen Varieta¨ten u¨ber den p-adischen Quotienten-
ringen W (k)/pnW (k).
2. Identifizierung der Liftungen mit vorgegebenen Eigenschaften, zum
Beispiel optimiert fu¨r den zweiten Schritt des Punkteza¨hlalgorithmus.
3. Effiziente Berechnung dieser Liftungen.
Es kamen einige Erweiterungen hinzu, wie zum Beispiel die Verallgemei-
nerung auf beliebige affine Morphismen oder die Liftung des projektiven
Frobeniusmorphismus.
Deformationstheoretische Methoden
Die Liftungen u¨ber den p-adischen Quotientenringen kann man als infinite-
simale Deformationen auffassen. Diese Tatsache legt es nahe, die deformati-
onstheoretischen Ideen und Methoden fu¨r die Parametrisierung der Liftun-
gen anzuwenden.
In der Deformationstheorie hat man viele Beispiele fu¨r die Beschreibung des
Raumes der infinitesimalen Deformationen erster Ordnung, die oft durch
eine Isomorphie zu leicht berechenbaren Tangentialra¨umen gegeben ist. Die-
se Deformationen erster Ordnung entsprechen den ”kleinen” (/pn−1 → /pn)
Liftungen, bei denen die p-adischen Genauigkeit um 1 erho¨ht wird.
Im Abschnitt 2.3 wenden wir die Techniken der Berechnung der Deforma-
tionen ersten Ordnung auf die ”kleinen” Liftungen der Homomorphismen
zwischen endlich erzeugten Algebren und erhalten dadurch eine Isomorphie
des Liftungsraumes zu einem gewissen Derivationsmodul. Diese Beschrei-
bung der kleinen Liftungen ist allerdings nicht unmittelbar geeignet fu¨r die
praktische Berechnung.
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Explizite Parametrisierung der affinen Liftungen
Im Kapitel 3 geben wir eine explizite Parametrisierung der kleinen Liftungen
der Morphismen zwischen affinen Varieta¨ten (bzw. der induzierten Homo-
morphismen zwischen Koordinatenringen) durch eine 1-zu-1 Korrespondenz
zu den Lo¨sungen eines linearen Gleichungssystems u¨ber einem Koordinaten-
ring in Charakteristik p.
Diese Beschreibung der Liftungen erhalten wir dadurch, dass wir zuna¨chst
einen gro¨ßeren Raum der leicht berechenbaren ”quasi-Liftungen” parametri-
sieren und anschließend solche Parameter finden, fu¨r die bestimmte ”Hin-
dernisse” verschwinden und wir die gesuchten Liftungen erhalten.
Die Parametrisierung der Liftungen, sowie den entwickelten Liftungsalgo-
rithmus wenden wir im Kapitel 4 auf die Liftungen des Frobeniusmorphis-
mus auf affinen hyperelliptischen Kurven an. An diesem Beispiel zeigen wir
wie man die Parametrisierung fu¨r die Berechnung der Liftungen mit ge-
wu¨nschten Eigenschaften anwenden kann, indem die Grade der Liftungen
minimiert werden.
Die durch diese Optimierung entstehende Liftung ermo¨glicht eine viel schnel-
lere Durchfu¨hrung des zweiten Schrittes des Punkteza¨hlalgorithmus, sowie
die Verbesserung des gesamten Algorithmus. Diese Anwendung, sowie die
Laufzeit- und Komplexita¨tsfragen werden im Abschnitt 4.5 diskutiert.
Erweiterungen und Anwendungen
Eine mo¨gliche Erweiterung der entwickelten Methoden fu¨r die Liftung der
Morphismen zwischen projektiven Varieta¨ten zeigen wir im Kapitel 5 am
Beispiel der elliptischen Kurven und der kanonischen Liftung des Frobenius-
morphismus. Dafu¨r betrachten wir eine affine U¨berdeckung der projektiven
Kurve, und deformieren die Parametrisierungsra¨ume der kleinen Liftungen
auf affinen Karten so, dass diese affine Liftung sich auf den Durchschnitten
verkleben und wir eine projektive Liftung erhalten.
Die Liftung eines glatten projektiven Morphismus induziert insbesondere
eine Operation auf den holomorphen Differentialen. Im Kapitel 6 unter-
suchen wir solche affine Liftung des Frobeniusmorphismus auf elliptischen
Kurven, die eine lineare Operation auf diesen Differentialen induzieren. Aus
der hergeleiteten Beschreibung solcher Liftungen folgt insbesondere eine gute
Scha¨tzung fu¨r die Grade der kanonischen Liftung des Frobeniusmorphismus,
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sowie ein expliziter Beweis der Tatsache, dass es keine kanonische Liftungen
auf supersingula¨ren elliptischen Kurven gibt.
Die weiteren Anwendungs- und Erweiterungsmo¨glichkeiten, wie zum Bei-
spiel eine direkte Liftung der Operation auf Differentialen, diskutieren wir
im letzten Abschnitt 6.4.
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Dieses einfu¨hrendes Kapitel beginnt mit einer kurzen U¨bersicht u¨ber die
kryptographischen Anwendungen des Punkteza¨hlproblems. Anschließend be-
schreiben wir den theoretischen Hintergrund des Problems sowie das Punk-
teza¨hlalgorithmus von Kedlaya.
1.1 Kryptographische Anwendungen
Die kryptographische Relevanz der Punkteza¨hlalgorithmen basiert auf der
Anwendung der Gruppe der rationalen Punkte als Basis fu¨r assymetrische
Kryptosysteme, die wir in diesem Abschnitt beschreiben. Fu¨r eine ausfu¨hr-
liche Beschreibung der Kryptographie auf elliptischen und hyperelliptischen
Kurven verweisen wir auf [FC+].
In der klassischen Kryptographie wurden zum verschlu¨sselten Nachrichten-
austausch lange Zeit ausschließlich die symmetrischen Verfahren eingesetzt,
die dasselbe geheime Schlu¨ssel fu¨r Ver- und Entschlu¨sselung verwenden. Das
Prinzip der assymetrischen Kryptographie (mit der Aufteilung in ”Public
Key” und ”Secret Key”) wurde erst in den 70-er Jahren in der Arbeit von
Diffie und Hellman [DH] entwickelt. Dies fu¨hrte insbesondere zu der Lo¨sung
des alten Problems des sicheren Austausches eines gemeinsamen geheimen
Schlu¨ssels. Zusa¨tzlich wurden die Mo¨glichkeiten fu¨r die Authentifizierung,
Sicherung der Datenintegrita¨t und die Erzeugung der digitalen Signaturen
geschaffen.
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Fu¨r die Konstruktion der assymetrischen Kryptosysteme beno¨tigt man soge-
nannte (Trapdoor-)Einwegfunktionen. Diese Funktionen sollen leicht bere-
chenbar sein, die Invertierung soll allerdings ein sehr schweres, praktisch un-
lo¨sbares, Problem darstellen, sofern man eine zusa¨tzliche Information (Trap-
door) nicht besitzt. Eine solche Einwegfunktion ist gegeben durch die Mul-
tiplikation von großen Primzahlen, da die Faktorisierung eines solchen Pro-
duktes ein schweres algorithmisches Problem darstellt. Auf dieser Grundlage
basiert das bekannte RSA-Kryptosystem.
Eine weitere wichtige Klasse der Einwegfunktionen besteht aus den diskreten
Exponentialfunktionen in einer großen zyklischen Gruppe G. Das zugeho¨rige
algorithmisch schwere Problem ist die Bestimmung des diskreten Logarith-
mus (DLP) in dieser Gruppe. Fu¨r a, b ∈ G soll dabei ein solches m ∈ N
gefunden werden, so dass
am = b in G gilt
Die einfache Wahl der zyklischen Gruppe Z/pZ als Basisgruppe fu¨r ein DLP-
basiertes Kryptosystem scheitert in der Praxis an den ”Index-Calculus” An-
griffen. Deswegen verwendet man die Gruppe der rationalen Punkte be-
stimmter (abelschen) Varieta¨ten u¨ber den endlichen Ko¨rpern, fu¨r die keine
subexponentiale Methoden fu¨r die Lo¨sung des DLP bekannt sind.
Auf dieser Grundlage wurden die Kryptosysteme ECC und HECC ent-
wickelt, die die Gruppe der rationalen Punkte der elliptischen Kurven, bzw.
der jakobischen Varieta¨ten der hyperelliptischen Kurven als Basisgruppe fu¨r
das Problem des diskreten Logarithmus verwenden. Diese Kryptosysteme
sind zwar rechnerisch aufwendiger als RSA, beno¨tigen allerdings kleinere
Schlu¨sselgro¨ßen bei der gleichen Sicherheit und werden deswegen hauptsa¨ch-
lich bei ”Embeded Systems”und insbesondere bei elektronischen Chipkarten
eingesetzt.
Fu¨r die ausreichende Komplexita¨t des diskreten Logaritmierens verwendet
man solche Basiskurven, bei der die Ordnung der Gruppe der rationalen
Punkte der Kurve (bzw. deren jakobischen Varieta¨t) einen großen Primteiler
hat, damit diese Gruppe eine genu¨gend große zyklische Untergruppe besitzt.
Deswegen beno¨tigt man schnelle Punkteza¨hlalgorithmen, die bei der Suche
nach solchen, fu¨r Kryptosysteme geeigneten, Kurven eingesetzt werden.
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1.2 Die Zetafunktion und p-adische Punkteza¨hlal-
gorithmen
Dieser Abschnitt beschreibt den theoretischen Hintergrund des Punkteza¨hl-
problems. Wir geben eine kurze Zusammenfassung der Eigenschaften der
Weilschen Zetafunktion und erkla¨ren den Zusammenhang zwischen der Ze-
tafunktion und dem Frobeniusendomorphismus. Anschließend skizzieren wir
die Idee der p-adischen Punkteza¨hlalgorithmen, die die p-adische Kohomo-
logien als Darstellungsra¨ume der induzierten Operation des Frobeniusendo-
morphismus verwenden.
Weilsche Zetafunktion:
Sei C eine u¨ber einem endlichen Ko¨rper Fq = Fpd definierte Kurve. Wir in-
teressieren uns fu¨r die Anzahl der rationalen Punkte der Kurve C und deren
jakobischen Varieta¨t JC u¨ber dem Ko¨rper Fq, sowie u¨ber den Erweiterungs-
ko¨rpern Fqm . Diese Anzahl bezeichnen wir im Folgenden mit #C(Fqm), bzw.
#JC(Fqm). Die ganze Information u¨ber die Kardinalita¨ten #C(Fqm) u¨ber
den Erweiterungsko¨rpern von Fq ist im folgenden Objekt erhalten:
Definition 1.2.1. Die Zetafunktion von C/Fq ist gegeben durch die expo-
nentielle Potenzreihe








Ein grundlegendes Theorem, genanntWeil-Vermutungen beschreibt die wich-
tigsten Eigenschaften der Zetafunktion. Fu¨r eine ausfu¨hrlichere Beschrei-
bung der Zetafunktion verweisen wir auf [Ser1].
Theorem 1.2.2. Sei C eine Kurve vom Geschlecht g u¨ber dem endlichen
Ko¨rper Fq. Die Zetafunktion von C hat folgende Eigenschaften:
1. Z(t) ist eine rationale Funktion
2. Z erfu¨llt die Funktionalgleichung Z(t) = qg−1 · t2g−2 · Z( 1qt)




Die Zetafunktion einer Kurve kann als rationale Funktion explizit beschrie-
ben werden:
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Theorem 1.2.3. Seien die Bezeichnungen wir oben, dann existiert genau
ein Polynom L ∈ Z[t] vom Grad 2g mit der Zusatzeigenschaft
L(t) = qg · t2g · L( 1qt)
das die folgende Gleichung erfu¨llt:
Z(t) = L(t)(1−t)(1−qt)
Beweis: s. [Weil].
Eine wichtige Folgerung aus den obigen Theoremen sind die nach Hasse
und Weil benannte Schranken fu¨r die Anzahl der rationalen Punkte:
Korollar 1.2.4. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann gilt:
−2g√q + q − 1 ≤ #C(Fq) ≤ 2g√q + q − 1
Frobeniusendomorphismus:
Betrachte den q-Frobeniusautomorphismus des Ko¨rpers Fq, bzw. des alge-
braischen Abschlusses F¯q, definiert durch
a 7→ aq fu¨r ein a ∈ F¯q
Dieser Automorphismus induziert einen Endomorphismus F auf den glatten
Varieta¨ten u¨ber F¯q. Insbesondere sind die Fq-rationalen Punkte von C, bzw.
JC dadurch charakterisiert, dass sie genau die Fixpunkte von F sind.
Betrachte das charakteristische Polynom χF des Endomorphismus F auf
JC . Wegen der Separabilita¨t von F − id entha¨lt dieses Polynom die Infor-
mation u¨ber die Anzahl der Fq-rationalen Punkte von JC :
#JC(Fq) = χF (1)
Der Zusammenhang zwischen dem Frobeniusendomorphismus und der Weil-
schen Zetafunktion ist durch das folgende Satz gegeben:
Satz 1.2.5. Das charakteristische Polynom des Frobeniusendomorphismus
F und das L-Polynom (aus 1.2.2) erfu¨llen folgende Gleichung:
L(t) = t2gχF (t−1)
Beweis: s. [Hart].
p-adische Punkteza¨hlalgorithmen
Die p-adischen Methoden wurden bereits beim Dwarkschen Beweis [Dw] der
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Rationalita¨t der allgemeinen Zetafunktionen in 1960 verwendet. Nach dem
in 1999 erschienen Algorithmus von Satoh [Sat] entstand eine Reihe von
effizienten p-adischen Punkteza¨hlalgorithmen, die vor allem fu¨r eine kleine
Charakteristik angewendet werden.
Diese Algorithmen berechnen das L-Polynom (bzw. dessen Nullstellen) durch
die Betrachtung der induzierten Operation des Frobenius auf bestimmten
(u¨ber den p-adischen Zahlen Zq definierten) Ra¨umen, die meistens eine Inter-
pretation in Termen der p-adischen Kohomologien haben. Das Grundgeru¨st
eines p-adischen Algorithmus besteht in der Regel aus zwei Schritten:
1. p-adische Liftung des Frobeniusendomorphismus nach Charakteristik 0
2. Berechnung der induzierten Operation auf den p-adischen Kohomolo-
giera¨umen
Fu¨r eine ausfu¨hrliche U¨bersicht u¨ber den Einsatz der p-adischen Methoden
fu¨r die Bestimmung der Zetafunktion verweisen wir auf [Gerk] und [LW].
Die p-adischen Liftungen ko¨nnen nur selten exakt ausgerechnet werden. Dies
ist aber auch nicht notwendig wegen der Hasse-Weil Schranken (1.2.4). Da-
durch ist es ausreichend, das charakteristische Polynom des Frobenius mo-
dulo pN fu¨r ein gewisses N zu kennen, um #JC(Fq) eindeutig bestimmen zu
ko¨nnen. Aus diesen Gru¨nden rechnet man mit einer bestimmten p-adischen
Genauigkeit: [d/2] + 1 bei Satoh und [d/2] + logp(d) bei Kedlaya, wobei
d := [Fq : Fp] der Ko¨rpererweiterungsgrad ist.
Relativer p-Frobeniusmorphismus
Ein weiteres Merkmal der p-adischen Methoden besteht darin, dass man an-
stelle des q-Frobeniusendomorphismus den relativen p-Frobeniusmorphismus
liftet. Dabei verwendet man eine Zerlegung des q-Frobeniusendomorphismus
in eine Kette von relativen Frobeniusmorphismen.




p-Frobeniusendomorphismus a 7→ ap des Ko¨rpers F¯q induziert einen Mor-
phismus σ : C → Cσ, definiert durch
X 7→ Xp, Y 7→ Y p
wobei Cσ aus C durch die Operation des p-Frobeniusautomorphismus auf






Durch die mehrmalige Anwendung von σ erhalten wir folgende Morphismen-
kette:
C = C0
σ0→ C1 σ1→ C2 · · · σd−1→ Cd = C , fu¨r Ci := Cσi−1
Den q-Frobeniusendomorphismus Σ erha¨lt man dann als Produkt der rela-
tiven Morphismen σi.
Diese Morphismuskette induziert auch eine Zerlegung der induzierten Opera-
tion des q-Frobeniusendomorphismus. Hat man die Matrix Mp des relativen







wobei Mσ durch die elementenweise Anwendung von σ entsteht. Das cha-
rakteristische Polynom der Matrix Mq ist dann exakt das gesuchte charak-
teristische Polynom des Frobeniusendomorphismus.
1.3 Algorithmus von Kedlaya
Der in 2001 entwickelte Algorithmus von Kedlaya [Ked] berechnet die Ord-
nung der jakobischen Varieta¨t einer glatten hyperelliptischen Kurve u¨ber
einen endlichen Ko¨rper in Charakteristik p > 2. Als Darstellungsraum fu¨r
die Operation des Frobenius benutzt Kedlaya die, fu¨r glatte affine Varieta¨ten
definierte, Monsky-Waschnitzer Kohomologie [MW]. In diesem Abschnitt ge-
ben wir eine kompakte Beschreibung dieses Algorithmus.
Monsky-Washnitzer Kohomologie der hyperelliptischen Kurven
Sei C/Fq eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g mit der definieren-
den Gleichung y2 = f(x), wobei f(x) ein Polynom vom Grad 2g + 1 ohne
mehrfache Nullstellen u¨ber F¯q ist. Wir betrachten die affine Kurve C ′ mit
dem Koordinatenring
A := Fq[x, y, y−1]/(y2 − f(x))
die dem Durchschnitt von C mit der offenen Umgebung {y 6= 0} entspricht
und aus der projektiven Kurve durch das Wegnehmen der Weierstrasspunk-
te und des unendlich fernen Punktes entsteht.
Unter einer schwachen Komplettierung von A versteht man den Ring
A† := Zq[x, y]†/(y2 − f˜(x)),
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wobei f˜ eine beliebige Liftung von f u¨ber Zq und
Zq[x, y]† := {
∑
ai,jx
iyj ai,j ∈ Zq| ∃C ∈ R+, s.d. vp(ai,j) ≥ C(i+ j)}
der Ring der u¨berkonvergenten Potenzreihen ist (dabei ist vp die normali-
sierte p-adische Bewertung, s. Anhang).
Die Monsky-Washnitzer Kohomologie der affinen Kurve C ′ ist definiert als




† ⊗Zq Qq) = ΩA†/dA†, wobei







die Ra¨ume der geschlossenen, bzw. der exakten Differentialen bezeichnen.
Der erste Kohomologieraum H1MW (C
′) ist ein 4g + 1-dimensionaler Vektor-











Wie im vorigen Abschnitt angedeutet, besteht der erste Schritt des Algo-
rithmus darin, eine geeignete Liftung des relativen Frobeniusmorphismus zu
finden. So betrachten wir den von C → Cσ induzierten Homomorphismus
auf Koordinatenringen:
F : Aσ = Fq[x, y]/(y2 − fσ(x))→ A = Fq[x, y]/(y2 − f(x))
x 7→ xp, y 7→ yp
und berechnen eine Liftung F † : (A†)σ → A† von F mit einer vorgegebenen
p-adischen Genauigkeit. Beachte, dass diese Liftung F † nicht eindeutig ist.
Die induzierte Operation des Frobenius auf der MW-Kohomologie ha¨ngt al-
lerdings nicht von der gewa¨hlten Liftung ab.
Eine Liftung F † : (A†)σ → A† ist eindeutig bestimmt durch die Bilder der
Basivariablen (F †(x), F †(y)), die die Gleichung f˜(F †(x), F †(y)) = 0 erfu¨llen
mu¨ssen. Wir setzen F †(x) := xp und erhalten die Gleichung:















Das Bild F †(y−1) wird im Originalalgorithmus durch die p-adischen Varian-
te des Newtonschen Iterationsverfahrens mit der gewu¨nschten Genauigkeit
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berechnet. Fu¨r den Originalalgorithmus ist es dabei erforderlich dass y−1 in
dem Koordinatenring liegt, dadurch wurde insbesondere die Wahl der ver-
wendeten Kurven motiviert.
Berechnung der induzierten Operation des Frobenius:
Als na¨chstes betrachten wir die Berechnung der von F † induzierten linearen
Operation F ∗ auf H1MW (C
′). Dieser Kohomologieraum zerfa¨llt unter der hy-
perelliptischen Involution in zwei F ∗-invariante Eigenra¨ume:
H+ := {xidx
y2
} und H− := {xidxy }









Fu¨r die Berechnung der Matrix von F ∗ mu¨ssen diese geschlossene Differen-
tiale modulo den exakten Differentialen reduziert werden. Durch die Ausnut-
zung der definierenden Gleichung fassen wir alle geschlossene Differentiale










reduzieren wir dabei wie folgt. Wegen der Glattheit der
Kurve sind f(x) und f ′(x) teilerfremd in Fq[x] und folglich existieren fol-
gende Polynome a(x) und b(x)
a(x) · f(x) + b(x) · f ′(x) = h(x) in Fq[x]
















die zur Reduktion der y-Potenzen im Nenner verwendet wird. Die dabei auf-
tauchende (durch p teilbare) Nenner fu¨hren dazu, dass man fu¨r das Punk-
teza¨hlen eine gro¨ßere p-adische Genauigkeit beno¨tigt, als die die man aus
Hasse-Weil Schranken herleiten wu¨rde. Kedlaya gibt eine obere Schranke
d logp d fu¨r diese Genauigkeit (pd = q).
Komplexita¨t und Erweiterungen des Algorithmus
In der Originalarbeit wurde fu¨r ein festgewa¨hltes p die Zeitkomplexita¨t von
O(g3+n3+) fu¨r den Liftungsschritt und O(g4+n3+) fu¨r den Reduktions-
schritt theoretisch bewiesen, wobei die FFT-Multiplikation im Fq vorausge-
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setzt wurde.
Es gibt eine Reihe von Erweiterungen des Algorithmus auf andere Kurven
(z.B. Cab-Kurven oder Artin-Schreier Kurven in Charakteristik 2 in [Verk]
und allgemeinere Varieta¨ten [Gerk]), bei denen die Liftungen des Frobenius
durch p-adische Variationen des Newtonschen Iterationsverfahrens berech-
net werden.
Einige Zeit war der Kedlaya-Algorithmus nur u¨ber den Ko¨rpern in kleiner
Charakteristik praktizierbar. In der neulich erschienen Arbeit von Harvey
[Harv] wurde jedoch eine neue ”vertikale” Reduktionsmethode vorgeschla-
gen, die Zeitkomplexita¨t in p auf
√
p reduziert (wobei n-Komplexita¨t auf




Liftung der Morphismen als
Deformationsproblem
Als Ausgangspunkt dieser Arbeit dient die Wahl der Liftung des Frobenius-
morphismus im Kedlaya Algorithmus. Fu¨r die Optimierung dieser Wahl im
Hinblick auf die weiteren Schritte des Algorithmus mo¨chten wir alle Liftun-
gen des Frobeniusmorphismus u¨ber den p-adischen Quotientenringen mo¨g-
lichst explizit parametrisieren. Wir bedienen uns dabei der Methoden der
modernen Deformationstheorie, indem wir diese Liftungen als infinitesimale
Deformationen u¨ber den lokal artinschen n-ten Wittvektorringen auffassen.
Das Kapitel beginnt mit einem U¨berblick u¨ber ausgewa¨hlte Konzepte und
Ideen aus der Deformationstheorie, die uns als Motivation dienen. Anschlie-
ßend geben wir eine induktive Beschreibung der Liftungen der Homomor-
phismen auf endlich erzeugten Algebren, die die Grundlage fu¨r die folgenden
Kapiteln schafft.
2.1 Einfu¨hrung in die Deformationstheorie
In der algebraischen Geometrie kann man unterschiedliche Objekte durch
das Variieren der Koeffizienten deren definierenden Gleichungen ”deformie-
ren“. Das Studium der dadurch entstehenden Familien nennt man Deforma-
tionstheorie. Die exakte Definition einer Deformation ha¨ngt stark von den
betrachtenden Objekten ab. In diesem Abschnitt geben wir abstrakte Defi-
nitionen der Deformation, wobei wir fu¨r eine vollsta¨ndigere Einfu¨hrung auf
[Schl] und [Sern] verweisen.
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Deformation der Varieta¨ten
Wir beginnen mit der Definition einer Deformation von Varieta¨ten. Sei X0
eine Varieta¨t u¨ber den Ko¨rper k, R ein k-Ring mit der Eigenschaft, dass
S := Spec(R) zusammenha¨ngend ist. Unter einer Deformation von X0 u¨ber
R (bzw. u¨ber S) versteht man ein solches flaches Schema (pi : X → S), deren
Faserprodukt mit Spec(k) u¨ber S genau die Varieta¨t X0 ergibt:
X ×S Spec k ∼= X0 −−−−→ Xy y
Spec k −−−−→ S
Wenn wir Spec k als ein Punkt in S auffassen, dann ist X0 die Faser von
pi : X → S u¨ber Spec k. Fu¨r jeden Punkt s ∈ S ist (pi : X → S) eine Defor-
mation des Fasers (Xs → k(s)).
Diese Deformationen betrachten wir modulo folgender A¨quivalenzrelation:
Zwei Deformationen pi : X → S und pi′ : X ′ → S von X0 sind a¨quivalent,
falls es einen Isomorphismus φ : X → X ′ mit pi′φ = pi gibt, der die Identita¨t
auf jeder Faser induziert.
Alle Elemente der durch Deformationen entstehenden Familien sollen die-
selben Eigenschaften wie die urspru¨ngliche Varieta¨t besitzen. Also definiert
man Deformation einer glatten (n-dimensionalen, abelschen) Varieta¨t u¨ber
k als ein glattes (n-dimensionales, abelsches) R-Schema.
Die oben definierten Deformationen der Varieta¨ten kann man auf eine na-
tu¨rliche Weise auf Schemata verallgemeinern. Sei R → R0 ein surjektiver
Ringhomomorphismus und X0 ein Schema u¨ber S0 := Spec(R0). Wir nen-
nen X → S := Spec(R) eine Deformation von X0 u¨ber R (bzw. u¨ber S),
falls X0 isomorph zum Faserprodukt X ×S S0 ist.
Deformation der Morphismen
Die gegebenen Definitionen kann man auch auf die Morphismen erweitern.
Dabei muss man unterscheiden, ob man nur den Morphismus, oder auch die
entsprechenden Varieta¨ten deformiert. Unter einer Deformation des Mor-
phismus φ0 : X → Y u¨ber S mit fixierten X und Y versteht man einen



























Unter einer Deformation des Morphismus φ zusammen mit der Varieta¨ten
X und Y u¨ber S versteht man Deformationen X˜ von X und Y˜ von Y u¨ber S































Infinitesimale Deformationen, Deformationen 1-er Ordnung:
Da die Untersuchung der (globalen) Deformationen im Allgemeinen sehr
schwierig ist, beschra¨nkt man sich oft auf den Fall, in dem der Basisraum
S0 ein lokaler artinscher k-Ring ist. Solche Deformationen, die wir im Fol-
genden infinitesimale Deformationen nennen, enthalten bereits die meiste
Information u¨ber die Deformationen von X0.
Eine Schlu¨sselrolle in der Deformationstheorie nehmen die Deformationen
1-er Ordnung ein, die durch die kleinstmo¨gliche Erweiterung der Basisra¨u-
me charakterisiert sind. Unter einer Deformation 1-er Ordnung von einer
k-Varieta¨t X verstehen wir eine infinitesimale Deformation, gegeben durch
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ein Schema u¨ber den Ring k[]/2. Analog definieren wir Deformationen 1-er
Ordnung anderer Objekte, wie zum Beispiel der Morphismen. zwischen den
Varieta¨ten.
Bei den meisten Deformationsproblemen ist die Klasse der Deformationen 1-
er Ordnung ein k-Vektorraum, der mit einer Kohomologie einer koha¨renten
Garbe auf dem deformierenden Objekt identifizierbar und dadurch berechen-
bar ist. Wir listen eine Reihe von Ergebnissen auf, die uns als Motivation
fu¨r den na¨chsten Kapiteln dienten:
Lemma 2.1.1. Alle Deformationen 1-er Ordnung einer glatten affinen Va-
rieta¨t sind isomorph.
Beweis: s. [Sern]
Satz 2.1.2. Die Klasse der Deformationen 1-er Ordnung einer glatten pro-
jektiven Varietat X ist gegeben durch den Kohomologieraum H1(X,ΘX),
wobei ΘX die Tangentialgarbe von X ist.
Beweis: s. [Sern]
Auch die Ra¨ume der Deformationen 1-er Ordnung der Morphismen von
glatten Varieta¨ten sind gegeben durch die Kohomologiera¨ume einer Tan-
gentialgarbe, bzw. deren Quotienten:
Satz 2.1.3. Sei φ : X → Y ein Morphismus von glatten Varieta¨ten. Dann
ist die Klasse der Deformationen 1-er Ordnung von φ mit fixierten X und Y
gegeben durch H0(X,φ∗TY ), wobei TY die Tangentialgarbe von Y bezeichnet.
Beweis: s. [Harr]
Insbesondere ist die Klasse der Deformationen 1-er Ordnung der Identita¨t
id : X → X genau der Raum der globalen Vektorfelder H0(X,TX).
Satz 2.1.4. Sei φ : X → Y ein Morphismus von glatten Varieta¨ten. Dann
ist die Klasse der Deformationen 1-er Ordnung von (φ,X) mit fixiertem
Y gegeben durch H0(X,Nφ). Dabei bezeichnet Nφ die Normalgarbe von φ,
definiert durch
Nφ := Coker(dφ : TX → φ∗TY )
Beweis: s. [Harr]
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Den Zusammenhang zwischen den oben angegebenen Darstellungen der De-
formation 1-er Ordnung der Varieta¨ten und deren Morphismen hat eine ein-
fache kohomologische Erkla¨rung. Die Randabbildung
δ : H0(X,φ∗TY )→ H1(X,Nφ)
der langen exakten Kohomologiesequenz zu der exakten Sequenz:
0→ TX → φ∗(TY )→ Nφ → 0
bildet die Deformationen 1-er Ordnung von (φ,X) auf die Deformationen
von X durch das ”Vergessen“ von φ. Der Kern dieser Abbildung besteht ge-
nau aus den Deformationen 1-er Ordnung von φ (mit fixierten X und Y )
modulo Automorphismen von X.
Obstruktionen zu Deformationen
Es ist nicht immer mo¨glich ein u¨ber S = SpecR definiertes Objekt X u¨ber
ein affines Schema S′ = SpecR′ zu deformieren. Bei der Untersuchung der
Existenz der Deformationen betrachtet man Obstruktionen zu Deformierbar-
keit von X u¨ber S′, die genau dann verschwinden wenn es eine Deformation
von X u¨ber S′ existiert.
Oft liegen diese Obstruktionen in einem Kohomologieraum, den wir einen
Obstruktionsraum von X nennen.
Satz 2.1.5. Sei V eine glatte Varieta¨t u¨ber k, (V,ΘV ) die Tangentialgarbe
von V , dann ist H2(V,ΘV ) ein Obstruktionsraum von V .
Beweis: s. [Sern]
Das Verschwinden eines Obstruktionraumes impliziert die Existenz der infi-
tesimalen Deformationen von X → SpecR u¨ber solche lokal artinsche Ringe
R′, fu¨r die ein surjektiver Homomorphismus R′ → R existiert. Eine unmittel-
bare Folgerung aus dem obigen Satz ist also die Existenz der infinitesimalen
Deformationen u¨ber beliebige lokal artinsche k-Ringe fu¨r glatte affine Varie-
ta¨ten oder fu¨r glatte Kurven.
Die Untersuchung des Verschwindens der Obstruktionsra¨ume kann auf die
Betrachtung der kleinen Erweiterungen von k-Ringen zuru¨ckfu¨hren, die wir
als einen surjektiven Ringhomomorphismus q : A′ → A mit einem zum
Ko¨rper k isomorphen Kern definieren. Ein Obstruktionsraum von X ver-
schwindet genau dann, wenn fu¨r jede kleine Erweiterung q : A′ → A eine
Deformation X ′ → SpecA′ von X existiert.
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2.2 p-adische Liftungen nach Charakteristik 0
In diesem Abschnitt pra¨zisieren wir den Begriff der Liftungen in der Sprache
der Deformationstheorie, zeigen dass man durch die Betrachtung der kleinen
Liftungen eine Parametrisierung aller Liftungen erha¨lt und erkla¨ren die, in
den folgenden Kapiteln, angewendete Berechnungsstrategie.
Liftungen als Deformationen:
Sei V → Spec k eine glatte Varieta¨t in positiver Charakteristik p > 0. Man
sagt, V kann nach Charakteristik 0 geliftet werden, falls es einen Integri-
ta¨tsbereich R in Charakteristik 0, einen surjektiven Ringhomomorphismus
R → k und ein glattes Schema V˜ → SpecR gibt, so daß V˜ ⊗R k = V gilt.
Dies entspricht der u¨blichen Definition einer Liftung, da das Tensorieren mit
k u¨ber R der Reduktion modulo p entspricht.
Das Schema V˜ in der obigen Definition kann man als eine Deformation
von V u¨ber R auffassen. Unter einer Liftung von V ”im schwachen Sinne“
nach Charakteristik 0 versteht man eine Deformation von V u¨ber einen Inte-
grita¨tsbereich R. Im Folgenden beschra¨nken wir uns auf die Deformationen
u¨ber den Ring der Wittvektoren W (k) von k, die wir Liftungen von V nen-
nen (man nennt sie manchmal Liftungen ”im starken Sinne“).
Diese Definition der Liftungen nach Charakteristik 0 kann man auf ver-
schiedene Objekte verallgemeinern. Eine ausfu¨hrliche U¨bersicht daru¨ber fin-
det man in [Oort 2].
Fu¨r die praktischen Berechnungen ko¨nnen wir Liftungen u¨berW (k) nur mit
einer beschra¨nkten p-adischen Genauigkeit betrachten. Deswegen konzen-
trieren wir uns im Folgenden hauptsa¨chlich auf die Liftungen u¨ber den Quo-
tientenringen Wn(k) := W (k)/pnW (k). Die n-te Wittvektorenringe Wn(k)
sind lokal artinsch, also kann man die Liftungen u¨ber Wn(k) als infinitesi-
male Deformationen auffassen.
Die n-ten Wittvektorenringe, sowie die Liftungen u¨ber diese Ringe bilden
ein projektives System, wobei die Projektion durch die Reduktion modulo
pi gegeben ist. Die Liftungen u¨ber W (k) kann man dann als inverses Limes
einer Folge von infinitesimalen Deformationen auffassen.
Raum der kleinen Liftungen:
Wir versuchen die Berechnung dieser Liftungen in kleine aufeinanderfolgen-
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de Schritte zu zerlegen. Im Zentrum unserer Betrachtung stehen dabei vor
allem die Deformationen eines Wn(k)-Objekten Xn u¨ber Wn+1(k). Solche
zu den Deformationen 1-er Ordnung verwandten Liftungen nennen wir im
Folgenden kleine Liftungen von Xn.
Wegen der A¨hnlichkeit der Ringe k[]/2 und W (k)/(p2) haben die Ra¨ume
der Deformationen 1-er Ordnung und die Ra¨ume der kleinen Liftungen eine
a¨hnliche Struktur, wie wir am Beispiel der Homomorphismen von endlich
erzeugten Algebren im na¨chsten Abschnitt zeigen werden (der Unterschied
zwischen diesen Ra¨umen besteht insbesondere darin, dass W (k)/(p2) keine
k-Algebra Struktur besitzt).
Bei den aufeinander aufbauenden Liftungen eines Objektes sind alle klei-
nen Schritte a¨hnlich und fu¨r eine Folge der Liftungen von X/k:
X = X0 ↪→ X1 ↪→ . . . ↪→ Xn ↪→ . . .
sind alle Ra¨ume der kleinen Liftungen von Xi isomorph. Die Beschreibung
des Raumes der kleinen Liftungen liefert also eine induktive Beschreibung
aller Liftungen u¨ber den Ringen Wn+1(k).
Auch die Obstruktionen zu den kleinen Liftungen von Xn u¨ber Wn+1(k)
liegen in demselben Raum fu¨r jedes n. Deswegen ist die Existenz einer Lif-
tung u¨berW (k)/p2 oft entscheidend fu¨r (formale) p-adische Liftbarkeit nach
Charakteristik 0.
Einen Beispiel fu¨r eine deformationstheoretische Parametrisierung der Lif-
tungen wird zum Beispiel in [Srin] gegeben:
Theorem 2.2.1. Sei X eine projektive Varieta¨t u¨ber k und (Xn, Fn) eine
Liftung der Varieta¨t X zusammen mit dem Frobeniusendomorphismus u¨ber
Wn(k), dann ist ein Obstruktionsraum zu der kleinen Liftungen von (Xn, Fn)
gegeben durch H1(V,NF). Wenn dieser Obstruktionsraum verschwindet, dann




Die Parametrisierung der kleinen Liftungen die man mit deformationstheore-
tischen Methoden erha¨lt, ist oft nicht unmittelbar geeignet fu¨r die praktische
Berechnung der Liftungen. Deswegen verwenden wir an mehreren Stellen die-
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ser Arbeit folgende (indirekte) Vorgehenweise:
Sei Xn ein Objekt u¨ber Wn(k), bei dem die Berechnung der kleinen Liftun-
gen u¨ber Wn+1(k) kompliziert ist. Wir schwa¨chen die Bedingungen an Xn
ab und erhalten ein Objekt Xˆn, das einige Eigenschaften von Xn nicht hat
und deren Liftungen man dadurch leichter berechnen kann. Anschließend
betrachten wir die parametrisierte Familie der kleinen Liftungen Xˆn+1(α)
von Xˆ und untersuchen die Fortsetzbarkeit dieser Liftungen zu einer Lif-
tung Xn+1 von X in Abha¨ngigkeit von dem Parameter α.
Diese Methode wenden wir zum Beispiel im Kapitel 3 bei der Berechnung
der Liftungen der Homomorphismen zwischen Koordinatenringen von affi-
nen Varieta¨ten an, indem wir Vertra¨glichkeit mit den definierenden Glei-
chungen zuna¨chst ”vergessen“ und die Liftungen der Homomorphismen von
Polynomringen entlang des Parameterraums so deformieren, dass man die-
se Vertra¨glichkeit wieder erha¨lt. Hier und im Folgenden verwenden wir den
Begriff ”deformieren“ im klassischen Sinne der Parametervariation.
Eine weitere Anwendung tritt bei der Liftung eines projektiven Morphis-
mus im Kapitel 5 auf. Wir liften zuna¨chst die Einschra¨nklungen auf affinen
Karten und versuchen dann diese affine Liftungen so entlang der Parame-
terra¨ume zu deformieren, dass sie sich auf den Durchschnitten verkleben.
2.3 Kleine Liftungen der Algebrahomomorphismen
Nach dem Satz 2.1.3 entspricht der Raum der Deformationen erster Ordnung
von einem Morphismus F : X → Y (mit fixierten X und Y ) dem Kohomo-
logieraum H0(X,Φ∗(TY )). In dem affinen Fall ist dieser Raum isomorph zu
dem Modul der F -Derivationen zwischen Koordinatenringen, denn die glo-
balen Schnitte dieses Kohomologieraums sind genau die Derivationen der
Koordinatenringen von entsprechenden affinen Umgebungen.
Ein a¨hnliches Ergebnis zeigen wir in diesem Abschnitt fu¨r die kleine p-adische
Liftung der Morphismen von affinen Varieta¨ten, wobei wir die Liftungen des
induzierten Homomorphismen zwischen den Koordinatenringen betrachten.
Sei F : A → B ein Homomorphismus von kommutativen endlich erzeugten
Wn(k)-Ringen. Unter einer kleinen Liftung des Homomorphismus F verste-
hen wir einen Wn+1(k)-Ringhomomorphismus F˜ : A˜→ B˜, deren Reduktion
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modulo pn−1 mit F u¨bereinstimmt. In diesem Abschnitt beschreiben wir den
Raum der kleinen Liftungen von F fu¨r die gegebenen Liftungen A˜ und B˜.
Als erstes zeigen wir, dass zwei beliebige kleine Liftungen von F sich immer
um eine Derivation zwischen den k-Ringen A¯ un B¯ unterscheiden, wobei
A¯ und B¯ die Reduktionen von A und B modulo p sind. Fu¨r die Definiti-
on und Beschreibung der Eigenschaften der Derivationen verweisen wir auf
die Standardwerke u¨ber die kommutative Algebra (z.B. [Mat1], [Mat2] oder
[ZS]).
Lemma 2.3.1. Seien F˜ , Fˆ : A˜→ B˜ zwei beliebige kleine Liftungen von F ,
dann existiert eine k-Derivation ψ ∈ DerF¯ (A¯→ B¯), die folgende Gleichung
fu¨r jedes g ∈ A˜ und deren Reduktion g¯ ∈ A¯ erfu¨llt:
F˜ (g)− Fˆ (g) = pn ∗ ψ(g¯)
(wobei der Operator ∗ im Anhang definiert ist).
Beweis:
Sowohl F˜ als auch Fˆ sind Liftungen von F . Folglich gilt :
F˜ ≡ F ≡ Fˆ mod pn−1
Betrachte die Abbildung F˜ − Fˆ : A˜ → B˜. Diese Abbildung verschwindet
modulo pn−1 wegen der obigen A¨quivalenz und definiert nach (A.3) eine
eindeutige Abbildung ψ : A¯→ B¯ mit der Eigenschaft
pn ∗ ψ := F˜ − Fˆ .
Um zu zeigen, daß ψ eine Derivation ist, mu¨ssen wir die Derivationseigen-
schaften nachpru¨fen:
D1) Die Konstanten verschwinden unter ψ wegen F˜ (1A) = 1B = Fˆ (1A)
Im Folgenden seien g¯, h¯ ∈ A¯ die Reduktion von g, h ∈ A˜ modulo p
D2) Die Abbildung ψ ist additiv wegen:
pn ∗ ψ(g¯ + h¯) = F˜ (g + h)− Fˆ (g + h)
= F˜ (g) + F˜ (h)− Fˆ (g)− Fˆ (h)
= (F˜ (g)− Fˆ (g)) + (F˜ (h)− Fˆ (h))
= pn ∗ ψ(g¯) + pn ∗ ψ(h¯)
Und folglich gilt:
ψ(g¯ + h¯) = ψ(g¯) + ψ(h¯)
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D3) die Abbildung ψ erfu¨llt die Multiplikationsregel wegen:
pn ∗ ψ(gh) = (F˜ − Fˆ )(gh) = F˜ (g)F˜ (h)− Fˆ (g)Fˆ (h)
= F˜ (g)F˜ (h)− F˜ (g)Fˆ (h) + F˜ (g)Fˆ (h)− Fˆ (g)Fˆ (h)
= F˜ (g)(F˜ (h)− Fˆ (h)) + Fˆ (h)(F˜ (g)− Fˆ (h))
= F˜ (g) · pn ∗ ψ(h¯) + Fˆ (h) · pn ∗ ψ(g¯)
Also erhalten wir die A¨quivalenz
ψ(gh) ≡ F˜ (g) · ψ(h¯) + Fˆ (h) · ψ(g¯)) mod pn
und wegen der A¨quivalenz F˜ (t) ≡ F (t) ≡ Fˆ (t) mod p fu¨r jedes t ∈ A˜ gilt
die gewu¨nschte Gleichung in B:
ψ(gh) = F (g)ψ(h¯) + F (h)ψ(g¯)
.
Sei Fˆ eine festgewa¨hlte kleine Liftung von F . Wir definieren eine Abbil-
dung aus dem Raum der kleinen Liftungen von F in den Derivationsmodul
DerF¯ (A,B) durch die Zuordnung:
ρFˆ : Fˆ → ψ := F˜−Fˆpn
Nach dem Lemma (2.3.1) ist diese Abbildung wohldefiniert. Mit dieser Ab-
bildung erhalten wir eine vollsta¨ndige Beschreibung des Raumes der kleinen
Liftungen von F durch die Derivationen wegen:
Satz 2.3.2. Sei Fˆ eine kleine Liftung von F , dann ist die oben definierte
Abbildung ρFˆ bijektiv.
Beweis:
Die Injektivita¨t der Abbildung ρFˆ folgt aus ihrer Definition, denn eine wei-
tere Derivation τ wu¨rde mit ψ u¨bereinstimmen wegen:
ψ(g¯) = F˜ (g)−Fˆ (g)pn = τ(g¯) ∀g ∈ A˜
Die Surjektivita¨t folgt aus dem folgenden Lemma 2.3.3. .
Lemma 2.3.3. Sei ψ eine Derivation aus dem Modul DerF¯ (A→ B), dann
ist F˜ := Fˆ + pn ∗ ψ eine kleine Liftung von F
Beweis:
Die Abbildung F˜ ist additiv, weil Fˆ und ψ additiv sind. Die Multiplikativi-
ta¨t von F˜ kann wie folgt bewiesen werden:
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Seien g¯, h¯ ∈ A¯ die Reduktion von g, h ∈ A˜ modulo p, dann gilt :
F˜ (g) · F˜ (h) = (Fˆ (g) + pn ∗ ψ(g¯)) · (Fˆ (h) + pn ∗ ψ(h¯))
= Fˆ (g) · Fˆ (h) + Fˆ (g) · pn ∗ ψ(h¯) + Fˆ (h) · pn ∗ ψ(g¯)
= Fˆ (g) · Fˆ (h) + pn ∗ (ψ(h) · F (g) + ψ(g) · F (h))
= Fˆ (g · h) + pn ∗ (ψ(g · h)) = F˜ (g · h)
Wegen der offensichtlichen Gleichheit F˜ (1A) = Fˆ (1A) = 1B, haben wir
damit bewiesen, daß F˜ ein Homomorphismus ist. Da die Reduktion von F˜
modulo pn−1 gleich F ist, ist F˜ eine Liftung von F . .
Korollar 2.3.4. Es gibt eine 1-zu-1 Korrespondenz zwischen den kleinen
Liftungen von F und den Derivationen aus DerF¯ (A→ B).
Definition 2.3.5. Wir sagen, eine Derivation ψ induziert eine kleine Lif-
tung F˜ , falls es ρFˆ (F˜ ) = ψ gilt.
Die Ergebnisse dieses Abschnittes ermo¨glichen die Berechnung aller kleinen
Liftungen eines Homomorphismus F (fu¨r die fixierten Liftungen der Bild-
und Urbildalgebren) ausgehend von einer ”Basis“-Liftung Fˆ . Im na¨chsten





In diesem Kapitel geben wir eine explizite Beschreibung der Liftungen der
Morphismen zwischen affinen Varieta¨ten u¨ber den p-adischen Quotientenrin-
gen Rn := W (k)/pn+1W (k), bzw. der Liftungen der induzierten Homomor-
phismen zwischen den Koordinatenringen. Dabei ist k ein perfekter Ko¨rper
in Charakteristik p > 0.
Aus U¨bersichtlichkeitsgru¨nden beginnen wir zuna¨chst mit den Morphismen
zwischen Hyperfla¨chen in A2k (die nur eine definierende Gleichung in 2 Va-
riablen haben), wa¨hrend die Erweiterung auf allgemeine affine Varieta¨ten
im Abschnitt 3.4 beschrieben wird. Wie bereits angedeutet, konzentrieren
wir uns dabei auf die kleinen Liftungsschritte, in denen eine bekannte Rn−1-
Liftung eines Morphismus u¨ber den Ring Rn geliftet wird (diese p-adischen
Quotientenringe Ri und deren Eigenschaften sind im Anhang beschrieben).
Eine theoretische Charakterisierung der kleinen Liftungen der Morphismen
zwischen affinen Varieta¨ten fu¨r die gegebenen Liftungen der Varieta¨ten ha-
ben wir in 2.5 gezeigt. Diese Beschreibung basiert allerdings auf einer bereits
berechneten kleinen Liftung und ist dadurch fu¨r die Entwicklung eines Lif-
tungsalgorithmus nicht unmittelbar geeignet. In diesem Kapitel geben wir
eine explizite Parametrisierung der Liftungen durch die Lo¨sungen einer linea-
ren Gleichung u¨ber einem Koordinatenring, die eine praktische Berechnung
der Liftungen ermo¨glicht.
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In diesem Kapitel sei
F : B = k[x, y]/(g)→ A = k[x, y]/(f)
ein Homomorphismus zwischen Koordinatenringen von affinen Kurven und
Fn−1 : Bn−1 = Rn−1[x, y]/(gn−1)→ An−1 = Rn−1[x, y]/(fn−1)
eine Liftung von F u¨ber den Ring Rn−1. Im Folgenden verstehen wir un-
ter einer Liftung U¨blicherweise eine Liftung des Morphismus F u¨ber einen
p-adischen Quotientenring Ri, sofern nicht anders spezifiziert.
Wir untersuchen, beschreiben und berechnen die kleinen Liftungen
Fn : Bn → An
zuna¨chst fu¨r die fixierten Liftungen der Koordinatenringe
Bn := Rn[x, y]/(gn) und An := Rn[x, y]/(fn)
und zeigen anschließend wie der Raum der kleinen Liftungen von Fn−1 von
der Wahl der Liftungen der definierenden Gleichungen fn und gn abha¨ngt.
Als wichtigstes Beispiel dient uns dabei die Liftung des relativen Frobe-
niusmorphismus (s. 1.2), bzw. des induzierten Homomorphismus auf Koor-
dinatenringen:
F : Aσ = Fq[x, y]/(fσ)→ A = Fq[x, y]/(f)
definiert durch F (x) := xp und F (y) := yp. Eine Liftung dieses Homomor-
phismus nennen wir im Folgenden einfach als Liftung des Frobenius und
bezeichnen es gelegentlich als (An, Fn), falls die Liftung der definierenden
Gleichung nicht festgelegt ist.
3.1 Quasi-Liftungen und Hindernisse
Die Schwierigkeit der Liftung eines Homomorphismus zwischen Koordina-
tenringen besteht darin, die Vertra¨glichkeit mit den definierenden Gleichun-
gen zu behalten. Deswegen liften wir Fn−1 erst als einen Homomorphismus
zwischen Polynomringen und nicht zwischen deren Quotienten (modulo den
definierenden Gleichungen). In diesem Fall ist die Beschreibung der Liftun-
gen trivial.
Wir untersuchen die Einschra¨nkbarkeit eines solchen Homomorphismus auf
Polynomringen zu einem Homomorphismus auf den Quotientenringen und
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beschreiben das entstehende Hindernis. Diese Hindernisse sollen nicht mit
den in 2.3 definierten Obstruktionen zur (generellen) Liftbarkeit von Fn−1
u¨ber Rn verwechselt werden.
Wir untersuchen, wie man die Liftungen auf Polynomringen ”deformieren“
sollte, damit die Hindernisse verschwinden und man einen Homomorphismus
auf den Koordinatenringen erha¨lt. Als Ergebnis erhalten wir eine Parame-
trisierung der kleinen Liftungen von Fn−1 durch Derivationen wie in 2.3, die
allerdings als Basis eine leicht zu berechende Liftung auf Polynomringen hat
und dadurch fu¨r eine algorithmische Anwendung geeignet ist.
Quasi-Liftungen:
Sei Fˆn−1 : Rn−1[x, y] → An−1 ein von Fn−1 induzierter Homomorphismus,
definiert durch dieselben Bilder der Basisvariablen x und y:
Fˆn−1(x) := Fn−1(x) und Fˆn−1(y) := Fn−1(y).
Definition 3.1.1. Eine kleine Liftung Fˆn : Rn[x, y]→ An von Fˆn−1 nennen
wir im Folgenden eine quasi-Liftung von Fn−1.
Die kleinen quasi-Liftungen sind Trivialerweise berechenbar, denn jede Lif-
tung (U, V ∈ An) des Paares (Fˆn−1(x), Fˆn−1(y) ∈ An−1) induziert einen
Homomorphismus
Fˆn : Rn[x, y]→ An durch Fˆn(x) := U und Fˆn(x) := V
Wir geben nun eine Parametrisierung der quasi-Liftungen durch Derivatio-
nen, die eine ausgewa¨hlte quasi-Liftung als Basis verwendet:
Lemma 3.1.2. Sei Fˆn : Rn[x, y]→ An eine quasi-Liftung von Fn−1. Dann
ist jede weitere quasi-Liftung F˜n : Rn[x, y] → An induziert durch eine ein-
deutige Derivation ψ aus D := DerF (k[x, y], A) via
F˜n := Fˆn + pn ∗ ψ.
Beweis: die Aussage des Lemmas folgt unmittelbar aus 2.3.2 angewendet
auf die quasi-Liftungen Fˆn und F˜n. .
Hindernisse zur Einschra¨nkung der quasi-Liftungen:
Eine quasi-Liftung Fˆn von Fn−1 ist im Allgemeinen nicht mit der definie-
renden Gleichung gn des Koordinatenringes Bn vertra¨glich. Diese Vertra¨g-
lichkeit (definiert durch die Bedingung Fˆn(gn) = 0 in A) ist genau dann
erfu¨llt, wenn Fˆn ein Homomorphismus zwischen den Koordinatenringen ist.
In diesem Kapitel bezeichnen wir solche, mit gn vertra¨gliche Liftungen, als
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echte Liftungen um den Unterschied zu den quasi-Liftungen herauszuheben.
Die Vertra¨glichkeitsbedingung legt es nahe, den Term Fˆn(gn) ∈ An als Hin-
dernis zu der Einschra¨nkung von Fˆn zu einem Homomorphismus auf Koordi-
natenringen zu betrachten. Dieser Term liegt in pnAn ⊂ An und ist eindeutig
bestimmt durch ein Polynom aus k[x, y]/(f) = A
Lemma 3.1.3. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann existiert ein ein-
deutiges κ ∈ A, das die Gleichung
pn ∗ κ = Fˆn(gn) erfu¨llt.
Dieses κ verschwindet genau dann, wenn Fˆn eine echte Liftung ist.
Beweis:
Die Reduktion von Fˆn(g) modulo pn−1 verschwindet, weil es eine Liftung
von Fn−1(gn−1) = 0 ∈ An−1 u¨ber Rn ist. Also folgt die erste Behauptung
des Lemmas aus (A.3). Die zweite Behauptung des Lemmas gilt wegen der
Vertra¨glichkeitsbedingung. .
Definition 3.1.4. Wir nennen κ := κ(Fˆn) =
Fˆn(gn)
pn ∈ A das Hindernis
zu Einschra¨nkung von Fˆn zu einer echten Liftung, oder kurz das
Hindernis zu Fˆn.
Wegen dem Lemma 3.1.3 ist das Hindernis zu einer quasi-Liftung wohldefi-
niert.
Parametrisierung der einschra¨nkbaren quasi-Liftungen:
Als na¨chstes wenden wir die Vertra¨glichkeitsbedingung auf den Parameter-
raum der quasi-Liftungen an. Das folgende Lemma liefert die notwendige
und hinreichende Bedingung an den Parameter ψ ∈ Dˆ, damit die induzierte
quasi-Liftung F˜n = Fˆn + pn ∗ ψ zu einer echten Liftung von Fn−1 wird:
Lemma 3.1.5. Seien die Bezeichnungen wie vorher. Dann ist die durch
ψ ∈ Dˆ induzierte quasi-Liftung F˜n genau dann eine echte Liftung, wenn ψ
die folgende Gleichung erfu¨llt:
κ(Fˆn) + ψ(g) = 0
Beweis:
Die Aussage des Lemmas folgt direkt aus den Definitionen der Derivation ψ
und des Hindernisses κ(Fˆn):
0 = F˜n(gn) = Fˆn(gn) + pn ∗ ψ(g¯n) ⇔
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0 = pn ∗ κ(Fˆn) + pn ∗ ψ(g) ⇔
0 = κ(Fˆn) + ψ(g)
.
Wir betrachten nun den Raum der Derivationen, die eine echte Liftung in-
duzieren und geben eine zu (2.3.4) a¨hnliche Parametrisierung des kleinen
Liftungsraumes von Fn−1, die allerdings auf einer (leicht zu bestimmenden)
quasi-Liftung als Basis aufbaut:
Satz 3.1.6. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann gibt es eine 1-zu-
1 Korrespondenz zwischen den Raum der kleinen Liftungen von Fn−1 und
dem Derivationsmodul:
Dg(κ) := {ψ ∈ DerF (k[x, y], A)| ψ(g) + κ(Fˆn) = 0}
gegeben durch die Zuordnung
ψ  Fn = Fˆn + pn ∗ ψ
Beweis: folgt aus 3.1.2 und 3.1.5. .
Unabha¨ngigkeit der Parametrisierung von der gewa¨hlten Basis:
Seien die Bezeichnungen wie in dem Satz und F˜n eine weitere quasi-Liftung
von Fn−1. In dem von F˜n induzierten Parameterraum erha¨lt man die kleine
Liftung:
Fn := Fˆn + pn ∗ ψ = F˜n + pn ∗ ψ˜
durch die Wahl der Derivation ψ˜ := ψ + η, wobei die Derivation η ∈ D der
Differenz von Fˆn und F˜n entspricht (s. 2.3.1):
pn ∗ η := Fˆn − F˜n
Folglich spielt die Wahl der quasi-Liftung Fˆn keine Rolle fu¨r die Berechnung
und Parametrisierung der kleinen Liftungen. Deswegen (sofern die Wahl der
quasi-Liftung nicht spezifiziert ist) verwenden wir im Folgenden die triviale
quasi-Liftung Fˆn von Fn−1, die durch die triviale Liftung (s. A.1) der Bilder
der Basisvariablen gegeben ist:
Fˆn(x) := (Fn−1(x))n und Fˆn(y) := (Fn−1(y))n
und bezeichnen das zugeho¨rige Hindernis κ(Fˆn(x)) als Hindernis zur tri-
vialen Liftung von Fn−1. Wir werden die Bilder von Fn−1 gelegentlich als
Elemente des Ringes An auffassen, in diesem Fall wird stets die triviale Lif-
tung dieser Bilder gemeint.
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Variation der Liftung der definierenden Gleichungen:
Bisher haben wir festgewa¨hlte Liftungen An und Bn der Koordinatenringe
betrachtet. In dem Rest des Abschnittes zeigen wir, wie das Hindernis κ sich
in Abha¨ngigkeit von der Liftung der definierenden Gleichungen a¨ndert.
Zuna¨chst betrachten wir die A¨nderung der Liftung der definierenden Glei-
chung gn zu g˜n := gn + pn ∗ µ fu¨r ein µ ∈ k[x, y]:
Lemma 3.1.7. Seien die Bezeichnungen wir oben. Betrachte eine neue Lif-
tung B˜n := k[x, y]/g˜n des Koordinatenringes B. Dann erha¨lt man das Hin-
dernis κ˜ zur trivialen Liftung von Fˆn−1 auf B˜n via
κ˜ = κ+ F (µ)
Beweis:
Die Aussage des Lemmas folgt aus der folgenden Rechnung:
pn ∗ κ˜ = Fˆn(g˜n) = Fˆn(gn + pn ∗ µ)
= Fˆn(gn) + pn ∗ F (µ) = pn ∗ (κ+ F (µ))
.
Fu¨r die Untersuchung der Abha¨ngigkeit von der Liftung fn, betrachten fu¨r
die Elemente h¯ ∈ An folgenden Darstellung in k[x, y]:
h¯ = h+ pifn
So existiert ein eindeutiges p¯i ∈ k[x], definiert durch:
F (g) = 0 + p¯i · f in k[x, y].
Betrachte nun eine weitere Liftung f˜n := fn + pn ∗ τ von fn−1 fu¨r ein
τ ∈ k[x, y]:
Lemma 3.1.8. Seien die Bezeichnungen wir oben. Betrachte eine neue Lif-
tung A˜n := k[x, y]/f˜n des Koordinatenringes A. Dann erha¨lt man das Hin-
dernis κ˜ zur trivialen Liftung Fˆn−1 auf A˜n via
κ˜ = κ+ p¯i · τ
Beweis:
Betrachte die Darstellung des Hindernisses pn ∗ κ in Rn[x, y]:
pn ∗ κ = Fˆn(gn) + pi · fn fu¨r ein pi ∈ Rn[x, y]
Die Aussage des Lemmas folgt aus der folgenden Rechnung:
Fˆn(gn) = pn ∗ κ− pi · fn = pn ∗ κ− pi · f˜n + pi · pn ∗ τ in k[x, y] ⇔
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Fˆn(gn) = pn ∗ κ+ pn ∗ (p¯i · τ) = pn ∗ κ˜ in A˜n
.
Betrachte nun die Abha¨ngigkeit der kleinen Liftungen des Frobenius Fn−1
von der Liftung f˜n := fn + pn ∗ τ der definierenden Gleichung:
Lemma 3.1.9. Seien die Bezeichnungen wie oben und κ˜ das Hindernis zur
trivialen Liftung von Fn−1 auf B˜n = Rn[x, y]/(f˜n). Dann gilt
κ˜ = κ+ µp ,
wobei κ das Hindernis zur trivialen Liftung von Fn−1 auf Bn ist.
Beweis:
Zuna¨chst bemerke, dass oben definiertes p¯i verschwindet in A, denn
F (fσ) = fp und folglich p¯i = fp−1 gilt.
Nach dem Lemma 3.1.8 hat die Liftung des Koordinatenringes A keine Aus-
wirkung auf das Hindernis und nach dem Lemma 3.1.7 a¨ndert sich das Hin-
dernis κ zu κ˜ = κ+ F (µσ) = κ+ µp. .
3.2 Explizite Parametrisierung der kleinen Liftun-
gen
Die im Satz (3.1.6) gegebene Parametrisierung des Liftungsraumes liefert
einen Ansatz zur Berechnung der Liftungen, bei dem man eine beliebig ge-
wa¨hlte quasi-Liftung so entlang des Parameterraums deformiert, dass das
zugeho¨rige Hindernis verschwindet. In diesem Abschnitt fu¨hren wir den De-
formationsvorgang auf das Lo¨sen einer linearen Gleichung zuru¨ck.
Darstellung der Derivationen:
Fu¨r die Umsetzung des skizzierten Ansatzes beno¨tigen wir eine konkre-
tere Beschreibung des Parameterraums D = DerF (k[x, y], A) der quasi-
Liftungen, sowie des Unterraums Dg(κ) := {ψ ∈ D|ψ(g) + κ = 0} der
echten Liftungen.
Die Derivationen ausD haben die Eigenschaft, dass ψ(h) fu¨r jedes h ∈ k[x, y]
folgende eindeutige Darstellung als lineare Kombination von ψ(x) und ψ(y)
besitzt:
ψ(h) = F (∂h∂x) · ψ(x) + F (∂h∂y ) · ψ(y)
Insbesondere ist jedes ψ ∈ D durch die Bilder der Basisvariablen x und y
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eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiert jedes Paar (U, V ) ∈ A × A eine
Derivation ψ ∈ D, die durch ψ(x) := U und ψ(y) := V gegeben ist. Diese
Darstellung liefert folgende Charakterisierung des Untermoduls Dg(κ) ⊂ D:
Lemma 3.2.1. Eine Derivation ψ ∈ D liegt genau dann in Dg(κ), wenn
die Bilder der Variablen ψ(x) und ψ(y) folgende Gleichung in A erfu¨llen:
F ( ∂g∂x) · ψ(x) + F (∂g∂y ) · ψ(y) = κ
Beweis: folgt aus der Definition von Dg(κ) sowie den Derivationseigenschaf-
ten. 
Charakteristische Gleichung:
Eine unmittelbare Folgerung aus dieser Darstellung der Derivationen ist die
Parametrisierung der kleinen Liftungen durch die Lo¨sungen einer linearen
Gleichung in dem Koordinatenring A.
Theorem 3.2.2. Sei κ das Hindernis zur trivialen Liftung von Fn−1. Dann
existiert eine 1-zu-1 Korrespondenz zwischen dem Raum der kleinen Liftun-
gen von Fn−1 und dem Lo¨sungsraum der Gleichung:
F ( ∂g∂x) · ψx + F (∂g∂y ) · ψy + κ = 0
in den Unbekannten ψx, ψy ∈ A.
Beweis: folgt aus (3.2.1) und (3.1.6). .
Definition 3.2.3. Die lineare Gleichung aus dem Satz 3.2.2 nennen wir die
charakteristische Gleichung von Fn−1 .
Ist das Paar (ψx, ψy) eine Lo¨sung der charakteristischen Gleichung von Fˆn,
dann erhalten wir eine echte Liftung Fn von Fn−1 durch:
Fn(x) := Fˆn(x) + pn ∗ ψx Fn(y) := Fˆn(y) + pn ∗ ψy







Lo¨sbarkeit der charakteristischen Gleichungen:
Die in 3.2.2 angegebene Gleichung ist immer lo¨sbar, wenn man die Glatt-
heit der Kurve CB (mit dem Koordinatenring B) u¨ber den algebraischen
Abschluss des Ko¨rpers k voraussetzt:
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Lemma 3.2.4. Seien die Bezeichnungen wie oben, wobei wir die Glattheit
der Kurve CB zusa¨tzlich voraussetzen. Dann ist die charakteristische Glei-
chung von Fn−1 lo¨sbar.
Beweis:
Nach dem Jakobi Glattheitskriterium sind die partiellen Ableitungen ∂g∂x und
∂g
∂y teilerfremd in B und folglich existieren solche Ux und Uy, s.d. folgende
Gleichung in B gilt:
∂g
∂x · Ux + ∂g∂y · Uy + 1 = 0
Wir wenden den Morphismus Fˆ auf diese Gleichung an:
F ( ∂g∂x) · F (Ux) + F (∂g∂y ) · F (Uy) + 1 = 0
skalieren sie mit dem Hindernis κ
F ( ∂g∂x) · F (Ux) · κ+ F (∂g∂y ) · F (Uy) · κ+ κ = 0
und erhalten daraus folgende Lo¨sung der charakteristischen Gleichung:
ψx := F (Ux) · κ und ψy := F (Uy) · κ
.
Mit diesem Lemma haben wir insbesondere einen konstruktiven Existenz-
beweis fu¨r die Liftungen der Morphismen auf glatten affinen Hyperfla¨chen
gegeben:
Korollar 3.2.5. Sei F : CA → CB ein Morphismus zwischen affinen Hy-
perfla¨chen, wobei CB glatt ist. Fu¨r die Liftungen C˜A und C˜B u¨ber den ar-
tinschen Ring Rn existiert stets eine Liftung F˜ : C˜A → C˜B von F u¨ber
Rn.
Beweis: der Satz 3.2.2 kombiniert mit 3.2.4 sichert die Existenz der klei-
nen Liftungen, deren induktive Berechnung die Behauptung des Lemmas
beweist. .
Lo¨sung der charakteristischen Gleichungen:
Der Beweis des Lemmas 3.2.4 liefert zugleich einen Ansatz fu¨r die algorith-
mische Lo¨sung einer charakteristischen Gleichung. In der Tat haben alle
charakteristischen Gleichungen eine a¨hnliche Form:
F (∂g∂y ) · ψy + F ( ∂g∂x) · ψx + κ = 0
und ko¨nnen auf das Lo¨sen der folgenden normierten Gleichung zuru¨ckge-
fu¨hrt werden:
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F (∂g∂y ) · ψ˘y + F ( ∂g∂x) · ψ˘x + 1 = 0
Ist (ψ˘x, ψ˘y) eine Lo¨sung dieser Gleichung, so ist
(ψx := κ · ψ˘x, ψy := κ · ψ˘y)
eine Lo¨sung der charakteristischen Gleichung von Fn−1. Diese normierte
Gleichung ha¨ngt nur von der definierenden Gleichung g ab und wird im Fol-
genden die Basisgleichung von B genannt.
Die Basisgleichung kann im allgemeinen mit generischen Gro¨bnerbasen Al-
gorithmen (z.B. Buchberger) gelo¨st werden, wenn es auch fu¨r konkrete Aus-
pra¨gungen viel effizientere Methoden gibt, die wir im na¨chsten Abschnitt
sowie in 4.2 an einigen Beispielen zeigen.
Parametrisierung des Raumes der kleinen Liftungen:
Zuna¨chst seien die Liftung der Koordinatenringe vorgegeben. Die kleinen
Liftungen Fn : Bn → An von Fn−1 entsprechen nach dem Satz 3.2.2 genau
den Lo¨sungen der charakteristischen Gleichung von Fn−1. Also erha¨lt man
eine Parametrisierung der kleinen Liftungen indem man die Lo¨sungen der
charakteristischen Gleichung parametrisiert.
Sei (ψx, ψy) eine solche Lo¨sung, dann erha¨lt man alle anderen Lo¨sungen
dieser Gleichung durch Addition der Lo¨sungen der Gleichung:
F (∂g∂y ) · Uy + F ( ∂g∂x) · Ux = 0
die wegen der Teilerfremdheit von partiellen Ableitungen durch ein α ∈ A
parametrisiert werden ko¨nnen:










Sei (ψ˘x, ψ˘y) eine festgewa¨hlte Lo¨sung der Basisgleichung von B und κ das
Hindernis zur trivialen Liftung Fˆn von Fn−1. Die kleinen Liftungen von Fn−1
sind nun parametrisiert durch:
Fn(x) := Fˆn(x) + pn ∗
(
ψ˘x · κ+ α · F (∂g∂y )
)
Fn(y) := Fˆn(y) + pn ∗
(
ψ˘y · κ− α · F ( ∂g∂x)
)
.
Als na¨chstes erweitern wir diese Parametrisierung indem wir die A¨nderung
der Liftungen der definierenden Gleichungen:
g˜n = gn + pn ∗ µ und f˜n = fn + pn ∗ τ
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in die Parametrisierung aufnehmen.
Theorem 3.2.6. Alle kleine Liftungen von Fn−1 sind parametrisiert durch
α, µ und τ
Fn(x) := Fˆn(x) + pn ∗
(
ψ˘x · (κ+ F (µ) + p¯i · τ) + α · F (∂g∂y )
)
Fn(y) := Fˆn(y) + pn ∗
(
ψ˘y · (κ+ F (µ) + p¯i · τ)− α · F ( ∂g∂x)
)
Dabei ist p¯i wie in 3.1.8 definiert.
Beweis: folgt aus den Lemmas 3.1.7 und 3.1.8, sowie dem Theorem 3.2.2.
.
3.3 Berechnung der Liftungen: Algorithmus und
Beispiele
In diesem Abschnitt skizzieren wir einen Liftungsalgorithmus fu¨r die Berech-
nung einer Liftung Fn von F und illustrieren es an einem konkreten Beispiel.
Anschließend geben wir Beispiele der Liftungen auf singula¨ren Kurven.
Liftungsalgorithmus:
Die Charakterisierung der Liftungen im Satz 3.2.2 ermo¨glicht die prakti-
sche Berechnung der kleinen Liftungen. Damit erhalten wir einen indukti-
ven p-adischen Liftungsalgorithmus, mit dem man den Homomorphismus
F : B → A zu einem Homomorphismus F † : B† → A† mit gewu¨nschter
Genauigkeit liften kann. Als Voraussetzung fu¨r die Durchfu¨hrbarkeit des Al-
gorithmus beno¨tigen wir die Glattheit der Kurve CB.
Im Rahmen der Vorberechnung wird bei dem Algorithmus eine Lo¨sung
(ψ˘x, ψ˘y) der Basisgleichung von B berechnet:
F ( ∂g∂x) · ψ˘x + F (∂g∂y ) · ψ˘y + 1 = 0
Wir skizzieren die Vorgehensweise im Liftungsschritt n, bei dem wir aus-
gehend von einer Liftung Fn−1 eine kleine Liftung Fn : Bn → An berechnen:
1. Berechnung des Hindernisses κ zur trivialen Liftung von Fn−1:
pn κ := Fˆn(gn)
2. Lo¨sung der charakteristischen Gleichung von Fn−1:
(ψx := ψ˘x · κ , ψy := ψ˘y · κ)
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3. Berechnung der kleinen Liftung Fn von Fn−1:
Fn(x) := Fˆn(x) + pn ∗ ψx und Fn(y) := Fˆn(y) + pn ∗ ψy.
Die einzige rechnerisch aufwendige Operation dabei ist die Auswertung von
Fˆn(gn) ∈ An bei der Berechnung des Hindernisses. Diese Berechnung ist al-
lerdings relativ schnell wegen der Tatsache, dass κ u¨ber k definiert ist. Die
Komplexita¨tsfragen und erzielte Laufzeiten diskutieren wir in 4.5 fu¨r den
implementierten Algorithmus zur Liftung des Frobeniusmorphismus.
Beispiel fu¨r die Durchfu¨hrung des Algorithmus:
Den skizzierten Liftungsalgorithmus illustrieren wir nun an einem konkreten
Beispiel. Betrachte eine u¨ber einen Ko¨rper k ∼= Fp[t]/h(t) in Charakteristik
2 definierte Kurve C und die dazu isomorphe Kurve Cσ mit definierenden
Gleichungen:
f = y2 + xy + x3 + t und fσ = y2 + xy + x3 + t2.
sowie den zugeho¨rigen Frobeniushomomorphismus:
F : Aσ = k[x, y]/(y2 + xy + x3 + t2)→ A = k[x, y]/(y2 + xy + x3 + t)
Vorberechnung der Basisgleichung:
Betrachte die partiellen Ableitungen der definierenden Gleichung fσ:
∂fσ
∂x = y + x
2 ∂fσ
∂y = x
Die Basisgleichung der Kurve C ist nun gegeben durch
(y2 + x4) · ψ˘x + x2 · ψ˘y + 1 = 0
Betrachte diese Gleichung modulo x2. Wir erhalten die Kongruenz:
y2 · ψ˘x = (x3 + xy + t) · ψ˘x ≡ −1 mod x2
Ein Lo¨sung dieser Kongruenz ist gegeben durch ψ˘x = t−1 + t−2xy und es
gilt:
(y2 + x4) · ψ˘x = (x4 + x3 + xy + t2) · (t−1 + t−2xy)
= 1 + x2 · (t−1(x2 + x) + t−2(x3y + x2y + x2y2))
Setze ψ˘y := t−1(x2+x)+t−2(x3y+x2y+x2y2), dann ist (ψ˘x, ψ˘y) eine Lo¨sung
der Basisgleichung.
1-er Liftungsschritt:
Wir wa¨hlen die triviale Liftung f˜1 = (y2 + xy + x3 + t) der definierenden
Gleichung und erhalten folgende Liftungen der Koordinatenringe:
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A1 = R1[x, y]/(y2 + xy + x3 + t) Aσ1 = R1[x, y]/(y
2 + xy + x3 + t2)
Die triviale quasi-Liftung Fˆ1 von F0 ist gegeben durch
Fˆ1(x) = x2 ∈ A1 und Fˆ1(y) = y2 ∈ A1.
Betrachte den Term Fˆ1(fσ1 ) ∈ A1. Es gilt:
Fˆ1(fσ1 ) = y
4 + x2y2 + x6 + t2
= (xy + x3 + t)2 + x2y2 + x6 + t2
= x2y2 + x6 + t2 + 2 · (x4y + tx3 + txy) + x2y2 + x6 + t2
= 2 · (x6 + x4y + tx3 + x2y2 + txy + t2) 6= 0 in A1
Folglich ist κ = x6 + x4y + tx3 + x2y2 + txy + t2 ∈ A das Hindernis zur
trivialen Liftung von Fn−1. Damit ist (ψ˘x ·κ, ψ˘y ·κ) eine Lo¨sung der charak-
teristischen Gleichung von Fn−1 und wir erhalten die Parametrisierung der
kleinen Liftungen F1 : Aσ1 → A1 von F0 via:
F1(x) = x2 + 2 · (ψ˘x · κ+ x2 · α)
F1(y) = y2 + 2 · (ψ˘y · κ+ (y2 + x4) · α)
fu¨r alle α ∈ A.
Gro¨ße der Liftung:
Die berechnete Lo¨sung (ψ˘x · κ, ψ˘y · κ) liefert eine relativ ”große“ Liftung,
gemessen an den Graden von F1(x) und F1(y), denn es existieren auch ”klei-
nere“ Liftungen. Betrache die charakteristische Gleichung
(y2 + x4) · ψ(x) + x2 · ψ(y) = x6 + x4y + tx3 + x2y2 + txy + t2
modulo x2. Wir erhalten eine Kongruenz:
y2 · ψ(x) = (x3 + xy + t) · ψ(x) ≡ t2 + txy mod x2
mit einer Lo¨sung ψ(x) = t. Die entsprechende Lo¨sung der charakteristischen
Gleichung ist dann gegeben durch(
ψ(x) = t , ψ(y) = y2 + x4 + x2y + tx2
)
2-er Liftungsschritt:
Mo¨chte man F0 u¨ber R2 liften, so wiederholt man dieselben Berechnungen
aufbauend auf einer berechneten Liftung F1. Dabei ist es algorithmisch vor-
teilhaft die folgende ”kleinere“ Liftung F1 zu verwenden:
F1(x) = x2 + 2 · t F1(y) = y2 + 2 · (y2 + x4 + x2y + tx2)
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Sei f2 = y2+xy+x3+ t ∈ R2[x, y] eine Liftung der definierenden Gleichung.
Das Hindernis zu der trivialen quasi-Liftung berechnen wir durch:
κ(Fˆ2(x)) =
Fˆ2(fσ2 )
4 = (t+ 1)x
2y2 + x5y + txy + x8 + (t2 + t)x4 + t2
und erhalten automatisch eine Liftung:
F2(x) = x2 + 2 · t+ 4 · (ψ˘x · κ2)
F2(y) = y2 + 2(y2 + x4 + x2y + tx2) + 4(ψ˘y · κ2)
wobei auch hier eine viel ”kleinere“ Liftung existiert (die Bestimmung einer
mo¨glichst ”kleinen“ Liftung diskutieren wir in 4.3):
F2(x) = x2 + 2 · t+ 4 · t
F2(y) = y2+2·(y2+x4+x2y+tx2)+4·((t+1)y2+x3y+x6+t2x2+tx)
Liftungen auf singula¨ren Hyperfla¨chen:
Zum Schluss des Abschnittes diskutieren wir die Liftungen im singula¨ren
Fall. Sei C eine singula¨re affine Hyperfla¨che, dann haben die partiellen Ab-
leitungen der definierenden Gleichungen einen gemeinsamen Teiler, s.d. die
Basisgleichung von C keine Lo¨sung besitzt. Die charakteristische Gleichung
eines Morphismus kann trotzdem lo¨sbar sein.
Beispiel 1:
Betrachte z.B. die Kurve C : f := y2 + x5 + x2 = 0 in Charakteristik 3
und den Frobeniusmorphismus F = F0 : Cσ → C. Diese Kurve hat eine








p = 5x12 + 2x3
haben einen gemeinsamen Teiler x3.
Wir wa¨hlen die triviale Liftung f1 = y2 + x5 + x2 u¨ber R1 und berech-
nen das Hindernis zu Fˆ0:
κ = F0(f1)p = x
12 + x9
Es ist auch teilbar durch x3 und folglich ist die charakteristische Gleichung
von F0 lo¨sbar. Wa¨hlt man dagegen die Liftung f˜1 = y2 + x5 + x2 + 3, dann
gilt κ = x12+x9+2 . Die charakteristische Gleichung hat in diesem Fall keine
Lo¨sung, da beide partielle Ableitungen einen gemeinsamen Teiler x haben.
Also existiert keine Liftung des Frobenius auf der durch f˜1 gegebener affinen
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Kurve C˜1.
Wir vermuten, dass fu¨r jede affine Hyperfla¨che C stets eine solche Liftung
der definierenden Gleichung existiert, so dass auch der Frobeniusmorphismus
darauf liftbar ist. In den meisten Fa¨llen ist die Wahl der trivialen Liftung der
definierenden Gleichung ausreichend (wie im obigen Beispiel), jedoch nicht
immer:
Beispiel 2:
Betrachte die Kurve C : f := y2 + x5 + x2 = 0 in Charakteristik 2 und
deren triviale Liftung C1 : f1 := y2 + x5 + x2 = 0 u¨ber R1. Das Hindernis
zur trivialen Liftung ist gleich κ = x10 + x7 + x4 und die charakteristische
Gleichung ist gegeben durch
0 · ψy + x8 · ψx = x10 + x7 + x4
Diese Gleichung hat keine Lo¨sung in A = k[x, y]/(y2 + x5 + x2). Aber auch
in diesem Fall existiert eine Liftung der Kurve, fu¨r die eine Liftung des Fro-
benius existiert. Betrachte die Liftung f˜1 := y2 + x5 + x2 + 2 · xy = 0 u¨ber
R1. Das Hindernis ist gleich
κ = x10 + x7 + x4 + x2y2 = x10 + x7 + x4 + x2(x5 + x2) = x10
und die Lo¨sungen der charakteristischen Gleichung sind gegeben durch
(ψx = x2, ψy = α), fu¨r ein α ∈ A.
3.4 Verallgemeinerungen
Im vorigen Kapitel haben wir affine Hyperfla¨chen betrachtet, deren Koor-
dinatenringe nur eine definierende Gleichung hatten. Diese Einschra¨nkung
hatte keine fundamentalen Ursachen, so dass alle Ergebnisse sich fu¨r affine
Varieta¨ten mit mehreren definierenden Gleichungen auf eine natu¨rliche Wei-
se verallgemeinern lassen.
Seien VB = V({fi}) ∈ Ar und VA affine Varieta¨ten und
F : B := k[x1, . . . , xr]/(g1, . . . gm)→ A
ein Homomorphismus zwischen den Koordinatenringen. Wir betrachten eine
Liftung Fn−1 : Bn−1 → An−1 von F u¨ber Rn−1 und zeigen, wie man alle
kleine affine Liftungen von Fn−1 parametrisieren und berechnen kann.
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Unsere Vorgehensweise ist analog zu der im fru¨heren Abschnitten. Wir be-
trachten die quasi-Liftungen auf Polynomringen und Hindernisse zu deren
Einschra¨nkung auf die Koordinatenringe. Die Deformation des Parameter-
raums der quasi-Liftungen, bei der die Hindernisse eliminiert werden, fu¨hren
wir auf das Lo¨sen eines linearen Gleichungssystems u¨ber den Koordinaten-
ring A zuru¨ck.
Quasi-Liftungen und Hindernisse:
Sei Fˆn : Rn[x1, . . . , xr] → An eine quasi-Liftung von Fn−1, die wir als Lif-
tung des von Fn−1 induzierten Morphismus Fˆn−1 : Rn−1[x1, . . . , xr]→ An−1
erhalten. Wir definieren das Hindernis zu der quasi-Liftung Fˆn auf An als
ein m-Tupel {κj(Fˆn) ∈ A}, definiert durch:
{Fˆn(gj) = pn ∗ κj}0<j≤m ,
wobei die Komponenten κj die Vertra¨glichkeit mit der definierenden Glei-
chung g˜j indizieren. Dieses Hindernis verschwindet genau dann, wenn Fˆn
eine echte Liftung von Fn−1 ist.
Aus dem Korollar 2.3.4 folgt, dass jede weitere quasi-Liftung F˜n von Fn−1
durch eine Derivation ψ aus DerF (k[x1, . . . , xr], A) via:
F˜n := Fˆn + pn ∗ ψ
eindeutig gegeben ist und dass jede Derivation aus DerF (k[x1, . . . , xr], A)
auf diese Weise eine quasi-Liftung von Fn−1 induziert.
Charakteristisches Gleichungssystem:
Dieselben Argumenten wie im Abschnitt 3.1 liefern die Bedingung dazu, dass
eine durch die Derivation ψ induzierte quasi-Liftung eine echte Liftung ist.
So ist eine quasi-Liftung F˜n = Fˆn + pn ∗ ψ genau dann echt, wenn sie das
folgende Gleichungssystem erfu¨llt:
{κj(Fˆn) + ψ(gj) = 0}0<j≤m





ψ(xi) · F (∂gj∂xi )
Auf diese Weise erhalten wir ein Analogon zu der charakteristischen Glei-
chung, das in dem allgemeinen Fall durch ein Gleichungssystem in A gege-
ben ist, das wir das charakteristische Gleichungssystem von Fn−1 nennen.
Die Ergebnisse fassen wir in dem folgenden Theorem zusammen:
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Theorem 3.4.1. Seien die Bezeichnungen wie oben, dann gibt es 1-zu-1
Korrespondenz zwischen dem Raum der kleinen Liftungen von Fn−1 (fu¨r
fixierte Liftungen der Varieta¨ten), dem Derivationsmodul
D{gj}({κj}) = {ψ ∈ DerF (k[x1, . . . xn], A) | ψ(gj) = κj := Fˆn(gj)pn }
und dem Lo¨sungsraum des folgenden Gleichungssystems aus m Gleichungen
in r Unbekannten {ψi ∈ A} :{
r∑
i=1
F (∂gj∂xi ) · ψi = κj
}
1≤j≤m
gegeben durch die folgende Zuordnung:{
Fn(xi) = Fˆn−1(xi) + pn ∗ ψ(xi) = Fˆn−1(xi) + pn ∗ ψi
}
1≤i≤r
Beweis: erfolgt genauso wie in 3.1.6 und 3.2.2. .
Auch die Parametrisierung des Liftungsraumes, insbesondere mit Beru¨ck-
sichtigung der Liftungen der definierenden Gleichungen kann analog zu der
Vorgehensweise in 3.2 erfolgen.
Berechnung der Liftungen
Die Idee des Liftungsalgorithmus la¨sst sich entsprechend verallgemeinern,
wenn auch die praktische Umsetzung im allgemeinen Fall ziemlich aufwen-
dig erscheint. Die Struktur des n-ten Liftungsschrittes des Algorithmen sieht
genau so aus, wie im Fall der Hyperfla¨chen:






2. Lo¨sung des charakteristischen Gleichungssystems:{
r∑
i=1
F (∂gj∂xi ) · ψi = κj
}
1≤j≤m
3. Berechnung der kleinen Liftung:{
Fn(xi) := Fˆn−1(xi) + pn ∗ ψi
}
1≤i≤r
Die Lo¨sbarkeit des charakteristischen Gleichungssystems und damit die Durch-
fu¨hrbarkeit des angegebenen Algorithmus kann wie in 3.2.4 aus dem Jacobi
Glattheitskriterium gefolgert werden, falls die Varieta¨t VB glatt ist.
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Liftungen auf singula¨ren Varieta¨ten
Die Parametrisierung der kleinen Liftungen durch Derivationen, bzw. Cha-
rakterisierung durch Lo¨sungen der entsprechenden linearen Gleichungen gilt
auch fu¨r die singula¨ren Varieta¨ten. Das charakteristische Gleichungssystem
ist bei singula¨ren Varieta¨ten jedoch nicht notwendigerweise lo¨sbar (s. Bei-
spiele in 3.3).
Falls man jedoch bei der Liftung der Koordinatenringe die Hinzunahme der
neuen Basisvariablen zula¨sst, dann kann man die Lo¨sbarkeit des resultie-
renden charakteristischen Gleichung stets erzwingen und damit eine kleine
Liftung der Kurve zusammen mit dem Morphismus finden. Insbesondere
kann man dabei die bekannte Auflo¨sung der Singularita¨ten verwenden.
3.5 Liftung auf lokalisierten Koordinatenringen
In diesem Abschnitt illustrieren wir die Verallgemeinerung auf mehrere de-
finierende Gleichungen an dem Beispiel der lokalisierten Koordinatenringen
der affinen Hyperfla¨chen. Anschließend diskutieren wir den Zusammenhang
zwischen den Liftungen auf Koordinatenringen und auf deren Lokalisierun-
gen.
Lokalisierte Koordinatenringe:
Sei C eine affine Kurve mit dem Koordinatenring B = k[s, t]/(g(s, t)). In die-
sem Abschnitt betrachten wir die affine Kurve C(t), die man als Durchschnitt
der Kurve C mit der offenen Umgebung {t 6= 0} erha¨lt. Den Koordinaten-
ring dieses Durchschnittes erhalten wir dadurch, dass wir den Ring B nach
der Variablen t lokalisieren. Den dadurch entstehenden Ring bezeichnen wir
mit
B(t) = k[s, t, t−1]/(g(s, t))
Den t−1-Grad eines Elementen h¯ von B(t) definieren wir als minimalen t−1-
Grad aller Repra¨sentanten h ∈ k[s, t, t−1] der Restklasse von h¯.
Die Kurve C(t) besitzt eine natu¨rliche Einbettung it : C(t) ↪→ C. Diese
Einbettung induziert einen injektiven Ringhomomorphismus it : B → B(t)
auf Koordinatenringen, definiert durch die Zuordnung
it(t) := t und it(s) := s.
Das Bild der Abbildung it besteht genau aus solchen Elementen g des Quo-
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tientenringes B(t), fu¨r die man t−1-Terme eliminieren kann und folglich
degt−1 g = 0 gilt.
Betrachte nun einen Morphismus F t : B(t) → A(t) zwischen den lokali-
sierten Koordinatenringen. Außer der induzierten definierenden Gleichung
g(s, t) = 0 besitzt der lokale Ring B(t) eine zusa¨tzliche definierende Glei-
chung:
t · t−1 − 1 = 0 in B(t)
Folglich muss eine Liftung F tn von F
t mit den Liftungen beider Gleichungen
vertra¨glich sein, wobei wir die zweite Gleichung im Folgenden stets trivial
liften:
t · t−1 − 1 = 0 in B(t),n := Rn[s, t, t−1]/(gn(s, t))
Charakterisierung der kleinen Liftungen
Seien F tn−1 : B(t),n−1 → A(t),n−1 eine Liftung des Frobenius u¨ber Rn−1
und Fˆ tn : Rn[s, t, t
−1] → A(t),n eine quasi-Liftung von F tn−1 auf den Ring
A(t),n := Rn[s, t, t−1]/(gn). Das Hindernis zur Einschra¨nkung von Fˆ tn ist ge-
geben durch das Paar (κs ∈ A(t), κt ∈ A(t)), definiert via:
pn ∗ κs := Fˆ tn(gn)
pn ∗ κt := Fˆ tn(t) · Fˆ tn(t−1)− 1
Die Liftungen auf den lokalisierten Ringen sind dann parametrisiert durch
den Derivationsmodul Dg(κs, κt) ⊂ D := Der(k[s, t, t−1], A):
Dg(κs, κt) := {ξ| ξ(g) + κs = 0, ξ(t · t−1 − 1) + κt = 0}
Da die partiellen Ableitungen von t · t−1 − 1 nach t, bzw. t−1 gleich t−1,
bzw. t sind, besteht das charakteristische Gleichungssystem u¨ber A(t) aus
folgenden Gleichungen:
F (∂g∂s ) · ξs + F (∂g∂t ) · ξt = κs
F (t) · ξt−1 + F (t−1) · ξt = κt
wobei die erste Gleichung, der charakteristischen Gleichung der kleinen Lif-
tungen der Hyperfla¨che C entspricht.
Liftungen auf Koordinatenringen und deren Lokalisierungen:
Auf dem Koordinatenring A(t) hat man einen gro¨ßeren Raum fu¨r Deforma-
tionen und dadurch mehr Liftungen der Morphismen als auf dem Ring A.
Diese (intuitiv klare) Behauptung ko¨nnen wir nun auch formal beweisen.
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Wir zeigen zuna¨chst, dass die Einschra¨nkung einer Derivation aus Dg(κs)
zu einer Derivation ψi := it(ψ) ∈ Dg(κs, κt) wohldefiniert und eindeutig ist.
Lemma 3.5.1. Fu¨r jede Derivation ψ ∈ Dg(κs) existiert stets eine eindeu-
tige Derivation ξ ∈ Dg(κs, κt) fu¨r die
ξ(t) = it(ψ(t)) und ξ(s) = it(ψ(s)) gilt.
Das Bild von t−1 ist dann gegeben durch:
ξ(t−1) = −F (t−1) · κt − F (t−1)2 · ξ(t)
Beweis:
Da die Bilder ξ(t) und ξ(s) fest vorgegeben sind, ist die Derivation ξ durch
die Wahl von ξ(t−1) eindeutig bestimmt. Fu¨r jede solche Derivation ver-
schwindet das Hindernis κs nach der Konstruktion. Also reicht es zu zeigen,
dass es genau eine Wahl fu¨r ξ(t−1) gibt, fu¨r die das Hindernis κt verschwin-
det. Das folgt unmittelbar aus der folgenden Umformung der ersten charak-
teristischen Gleichung:
κt = ξ(t · t−1 − 1) ⇔
κt = F (t−1) · ξ(t) + F (t) · ξ(t−1) ⇔
ξ(t−1) := −F (t−1) · κt − F (t−1)2 · ξ(s)
.
Eine unmittelbare Folgerung aus dem Lemma ist die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Einschra¨nkung der Liftung Fn : Bn → An zu einer Liftung F tn
auf den lokalisierten Koordinatenringen:
Satz 3.5.2. Sei Fn : Bn → An eine Liftung von F u¨ber Rn, dann existiert
genau eine Liftung F tn : B(t),n → A(t),n von F t u¨ber Rn fu¨r die
F tn(s) = it(Fn(s)) und F
t
n(t) = it(Fn(t)) gilt
Beweis:
Wir fu¨hren den Beweis induktiv mit der Induktionsbasis fu¨r n = 0, gegeben
durch F t(t−1) := t−p. Der Induktionsschritt n− 1 7→ n folgt aus der Para-
metrisierung der Liftungsra¨ume durch Derivationen und deren eindeutigen
Einschra¨nkung (3.5.1). .
Umgekehrt sind nur wenige Liftungen auf den lokalisierten Ringen A(t)
durch die Einschra¨nkungen der Liftungen auf A induziert. Solche Liftungen
sind charakterisiert genau durch den verschwindenden t−1-Grad der Bilder:
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Lemma 3.5.3. Sei F tn eine Liftung von F
t. Eine Liftung Fn von F , fu¨r




degt−1 F tn(s) = 0, degt−1 F
t
n(t) = 0
Beweis: folgt aus der Tatsache dass it(Fn(t)) und it(Fn(s)) nach Konstruk-
tion keine t−1-Terme enthalten. .
Die Liftungen auf den lokalisierten Koordinatenringen werden wir bei der Be-
trachtung der Liftungen des Frobenius aus dem Kedlaya Algorithmus in 4.4
sowie bei der Verklebung der projektiven Morphismen auf Durchschnitten
der affinen Karten im Kapitel 5 weiterverwenden und expliziter ausfu¨hren.
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Kapitel 4
Liftungen des Frobenius auf
hyperelliptischen Kurven
Die Ergebnisse die wir fu¨r Morphismen zwischen den affinen Varieta¨ten (und
insbesondere Hyperfla¨chen) erzielt haben, wenden wir in diesem Kapitel auf
den Frobeniusmorphismus auf affinen hyperelliptischen Kurven in der unge-
raden Charakteristik p > 2 an.
Die definierende Gleichung der hyperelliptischen Kurve besitzt eine fu¨r die
Berechnungen besonders gu¨nstige Form, bei der man die Hindernisse zur tri-
vialen Liftung, sowie die charakteristischen Gleichungen in einer Variablen
auffassen kann. Wir zeigen wie die explizite Parametrisierung der kleinen
Liftungen in diesem Fall aussieht und wie sie fu¨r die Berechnung der Liftun-
gen mit gewu¨nschten Eigenschaften (wie z.B. die Minimalita¨t der Grade der
Polynomen Fn(x) oder Fn(y)) angewendet werden kann.
Anschließend disskutieren wir die Anwendungen auf das Punkteza¨hlproblem
und insbesondere auf die Beschleunigung der Reduktion der Differentialfor-
men durch eine geeignete Wahl der Liftung des Frobenius. Insbesondere
gehen wir auf die Komplexita¨t sowie die praktisch erzielten Laufzeiten des
implementierten Algorithmus ein.
4.1 Hyperelliptische Liftungen
Dieser Abschnitt beginnt mit der Definition der hyperelliptischen Kurven
und deren Liftungen sowie des Frobeniusmorphismus darauf. Anschließend
betrachten wir die hyperelliptische Involution und definieren die hyperellip-
48
tischen Liftungen des Frobenius, die mit dieser Involution vertra¨glich sind.
Hyperelliptischen Kurven und deren Liftungen
Definition 4.1.1. Unter einer hyperelliptischen Gleichung (in einer
ungeraden Charakteristik) verstehen wir eine Gleichung von der Form
y2 = f(x)
wobei f ∈ k[x] ein monisches Polynom ohne doppelte Nullstellen ist. Un-
ter einer affinen hyperelliptischen Kurve vom Geschlecht g u¨ber einen
Ko¨rper k verstehen wir eine affine Kurve C, die durch eine hyperelliptische
Gleichung vom Grad 2g + 1 (oder 2g + 2) definiert ist.
Bei der Liftung der hyperelliptischen Kurven soll die Form und Grad der de-
finierenden Gleichung erhalten bleiben, also beschra¨nken wir uns auf solche
Liftungen der Kurve u¨ber den Quotientenringen Rn, die durch die hyperel-
liptischen Gleichungen von demselben x-Grad definiert sind.
Diese Liftungen haben a¨hnliche Eigenschaften wie die affinen hyperellip-
tischen Kurven u¨ber einem Ko¨rper. So sind sie auch glatt nach dem Jakobi
Kriterium und insbesondere dadurch charakterisiert, dass es einen Morphis-
mus Cn → A1Rn vom Grad 2 gibt.
Fu¨r die Elemente der Koordinatenringe A = k[x, y]/(y2− f(x)) und dessen
Liftungen An = Rn[x, y]/(y2 − fn(x)) benutzen wir im Folgenden eine nor-
malisierte Form, die durch das Eliminieren der Variablen y entsteht. Also
betrachten wir fu¨r jedes Element des Quotientenringes An denjenigen ein-
deutigen Vertreter g ∈ Rn[x, y] der Restklasse, fu¨r den degy g < 2 gilt. In
dieser Form ist der x-Grad von h ∈ An eindeutig definiert.
Betrachte den relativen Frobeniushomomorphismus zwischen diesen Koor-
dinatenringen:
F : Aσ = k[x, y]/(y2 − fσ(x))→ A = k[x, y]/(y2 − f(x))
In dem Rest des Kapitels sei Fn−1 : Aσn−1 → An−1 eine Liftung von F u¨ber
Rn−1, deren kleine Liftungen
Fn : Aσn = Rn[x, y]/(y
2 − fσn (x))→ An = Rn[x, y]/(y2 − fn(x))
wir parametrisieren und berechnen werden.
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Hyperelliptische Involution:
Unter einer hyperelliptischen Involution auf einer affinen hyperelliptischen
Kurve C verstehen wir einen Automorphismus von C, der den Punkt (X,Y )
auf (X,−Y ) abbildet. Diese Involution existiert stets und induziert eine In-
volution auf den Koordinatenringen:
i : A→ A
x 7→ x, y 7→ −y
Fu¨r die Liftungen An und Aσn der Koordinatenringen von C und C
σ definie-
ren wir die hyperelliptishe Involution analog durch:
i : An → An iσ : Aσn → Aσn
x→ x, y → −y x→ x, y → −y
Der Ring An = Rn[x, y]/(y2 − f(x)) zerfa¨llt unter der Involution i in eine
direkte Summe
An = Rn[x, y]/(y2 − f(x)) ≡ Rn[x]⊕ y ·Rn[x]
Die hyperelliptische Involution operiert dabei trivial auf dem Unterraum
Rn[x] und auf dem Unterraum y ·Rn[x] ist diese Operation durch die Glei-
chung i(h) = −h definiert. Die Elemente des Unterraums Rn[x] bezeichnen
wir im Folgenden als x-Polynome.
Hyperelliptischen Liftungen des Frobenius:
Als na¨chstes definieren wir eine spezielle Klasse der Liftungen des Frobenius,
die wir in dem Rest des Kapitels betrachten:
Definition 4.1.2. Wir nennen eine Liftung Fn eine hyperelliptische Lif-
tung des Frobenius, wenn das Bild Fn(x) ein x-Polynom ist.
Diese Definition ist insbesondere dadurch motiviert, dass solche Liftung des
Frobenius durch die Vertra¨glichkeit mit der hyperelliptischen Involution cha-
rakterisiert sind, die wir im Rest des Abschnittes beweisen.
Zuna¨chst zeigen wir, dass Fn(y) stets durch ein x-Polynom eindeutig be-
stimmt ist:
Lemma 4.1.3. Sei Fn eine hyperelliptische Liftung des Frobenius auf An,
dann liegt Fn(y) in y ·Rn[x] ⊂ An.
Beweis:
Wir wenden den Fn auf die definierende Gleichung y2 − fn(x) an:
Fn(y)2 = Fn(y2) = Fn(fn(x)) = fn(Fn(x))
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Betrachte die normalisierte Darstellung von Fn(y) und von Fn(y)2
Fn(y) = hx + y · hy
Fn(y)2 = (hx + y · hy)2 = (h2x + f(y)h2y) + y · 2hxhy
wobei hx,hy in Rn[x] liegen. Da Fn(y)2 = Fn(x) nach der Voraussetzung
ein x-Polynom ist, verschwindet hx oder hy. Folglich liegt Fn(y) entweder in
Rn[x] oder ganz in y · Rn[x] . Da die Liftung des Frobenius Fn die A¨quiva-
lenz:
Fn(y) ≡ yp = y · f
p−1
2 mod p
fu¨r ein ungerades p erfu¨llt, ist die Aussage des Lemmas bewiesen. .
Nun betrachten wir die Vertra¨glichkeit einer Liftung Fn : Aσn → An mit
der hyperelliptischen Involution:
Fn ◦ iσ = i ◦ Fn
wobei i die zu A und iσ die zu Aσ zugeho¨rigen hyperelliptischen Involutionen
sind.
Satz 4.1.4. Eine Liftung Fn ist genau dann mit der hyperelliptischen Invo-
lution vertra¨glich, wenn Fn hyperelliptisch ist.
Beweis:
′′ ⇒′′:
Sei Fn mit der hyperelliptischen Involution vertra¨glich. Dann gilt:
Fn(x) = Fn(iσ(x)) = i(Fn(x))
und folglich liegt Fn(x) in dem i-invarianten Unterraum Rn[x] ⊂ An. .
′′ ⇐′′:
Sei Fn eine hyperelliptische Liftung des Frobenius. Weiterhin sei h ∈ An,
mit der normalisierten Form:
h = hx + y · hy , wobei hx und hy x-Polynome sind.
Dann gilt:
i(Fn(h)) = i(Fn(hx)) + i(Fn(y)) · i(Fn(hy))
Nach der Voraussetzung liegen Fn(hx) und Fn(hy) in Rn[x] und sind also
i-invariant. Daraus folgt:
i(Fn(h)) = Fn(hx) + i(Fn(y)) · Fn(hy)
Nach dem Lemma (4.1.3) liegt Fn(y) in dem Unterraum y ·Rn[x] ⊂ An und
folglich gilt i(Fn(y)) = −Fn(y). Damit folgt die gewu¨nschte Vertra¨glichkeit
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wegen:
i(Fn(h)) = Fn(hx)− Fn(y) · Fn(hy) = Fn(hx − y · hy) = Fn(iσ(h))
.
4.2 Berechnung der kleinen hyperelliptischen Lif-
tungen, Beispiele
In diesem Abschnitt beschreiben wir die Parametrisierung des Raumes der
kleinen hyperelliptischen Liftungen des Frobenius und zeigen wie solche Lif-
tungen praktisch berechnet werden.
Hindernisse zu den hyperelliptischen quasi-Liftungen
Sei Fn−1 eine hyperelliptische Liftung von Frobenius u¨ber Rn−1. Eine quasi-
Liftung Fˆn : Rn[x, y] → An von Fn−1, die die Bedingung Fˆn(x) ∈ Rn[x]
erfu¨llt nennen wir eine hyperelliptische quasi-Liftung.
Das Hindernis zu einer solchen quasi-Liftung ist immer ein x-Polynom. In
der Tat liegen sowohl Fˆn(y)2 als auch Fˆn(fn(x)) in Rn[x], so dass auch κ(Fˆn),
definiert durch:
pn ∗ κ(Fˆn) := Fˆn(y2 − fn(x)).
notwendigerweise in k[x] liegt.
Charakteristische Gleichung der hyperelliptischen Liftungen:





p · ψy + (∂(y
2−f(x))
∂x )
p · ψx + κ = 0 in A,
Nach dem Berechnen der partiellen Ableitungen erha¨lt man folgende Glei-
chung u¨ber A:
2yp · ψy − f ′(x)p · ψx + κ = 0
Liegt ψy in y · k[x], dann kann man diese Gleichung zu einer a¨quivalenten
Gleichung mit den Koeffizienten in k[x] umformen:
2f
p+1
2 · ψyy − f ′(x)p · ψx + κ = 0
Die gesuchte Parametrisierung der hyperelliptischen Liftungen entspricht
nun genau den Lo¨sungen dieser Gleichung u¨ber k[x], die wir im Folgenden
hyperelliptische charakteristische Gleichung nennen.
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Satz 4.2.1. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann gibt es eine 1-zu-1
Korrespondenz zwischen den hyperelliptischen Liftungen von Fn−1 auf An
und den Lo¨sungen (Ux, Uy) der linearen Gleichung
2 · f p+12 · Uy − f ′(x)p · Ux + κ = 0 in k[x]
Beweis:
Die Lo¨sung (Ux, Uy) der hyperelliptischen charakteristischen Gleichung u¨ber
k[x] induziert eine Lo¨sung (ψx, ψy) der charakteristischen Gleichung u¨ber A
durch
ψx := Ux, ψy := y · Uy
Die, auf diese Weise entstehenden Liftungen sind offensichtlich hyperellip-
tisch, da Fn := Fˆn + pn ∗ Ux ein x-Polynom ist.
Wir mu¨ssen noch zeigen, dass alle hyperelliptischen Liftungen durch die
obige Zuordnung getroffen werden. Sei (ψx, ψy) eine Lo¨sung der charakteri-
stischen Gleichung die eine hyperelliptische Liftung induziert. Dann liegen
ψx in k[x] und ψy in y · k[x], also ist(




eine Lo¨sung der hyperelliptischen charakteristischen Gleichung. .
Lo¨sung der Basisgleichung:
Als na¨chstes zeigen wir, wie man eine hyperelliptische Liftung praktisch be-
rechnen kann. Betrachte die hyperelliptische Basisgleichung der Liftungen
des Frobenius auf der hyperelliptischen Kurve C, die analog zu der charak-
teristischen Gleichung u¨ber k[x] definiert ist:
2 · f p+12 · ψ˘y − f ′(x)p · ψ˘x + 1 = 0
Diese Gleichung ist immer lo¨sbar in k[x] wegen der Teilerfremdheit der x-
Polynomen f und f ′. Betrachte die Kongruenz:
−f ′(x)p · ψ˘x + 1 ≡ mod f
p+1
2
Eine Lo¨sung ψ˘x dieser Kongruenz erha¨lt man durch einen Koeffizientenver-
gleich in k[x] bis zum Grad (2g+1)(p+1)2 = degx(f
p+1
2 ). Hat man eine solche







fu¨r die degx ψ˘x <
(2g+1)(p+1)
2 gilt.
Die Auflo¨sung der Kongruenz kann man deutlich verbessern durch eine Zer-
legung in p+12 sukzessive Schritte. In dem Schritt i berechnen wir dabei die
Reduktion der Lo¨sung ψ˘x modulo f i durch einen Koeffizientenvergleich bis
zum Grad 2g + 1.
Parametrisierung der hyperelliptischen Liftungen:
Wir wa¨hlen nun eine hyperelliptische Liftung (An, Fn) von (An−1, Fn−1) als
Basis der Parametrisierung und beschreiben den Parameterraum der kleinen
Liftungen des Frobenius auf hyperelliptischen Kurven, sowie den Unterraum
der hyperelliptischen Liftungen.
Satz 4.2.2. Sei (ψ˘x, ψ˘y) ∈ k[x] eine Lo¨sung der hyperelliptischen Basisglei-
chung. Dann ist jede weitere Liftung (A˜n, F˜n) parametrisiert durch ein Paar
(α ∈ A,µ ∈ A)Fn:
F˜n(x) = Fn(x) + pn ∗∆x(α, µ) = pn ∗
(
2yp · α+ µp ψ˘x
)
F˜n(y) = Fn(y) + pn ∗∆y(α, µ) = pn ∗
(
(f ′(x))p · α+ µp y ψ˘y
)
Diese Liftung ist genau dann hyperelliptisch, wenn α in y · k[x] liegt.
Beweis: folgt aus der Parametrisierung der kleinen affinen Liftungen in 3.2,
dem Satz 3.1.9 und der Definition der hyperelliptischen Liftungen. .
In der obigen Parametrisierung entspricht µ der Differenz der definieren-
den Gleichungen von An und A˜n, wa¨hrend α die Liftungen des Frobenius
auf einer festgelegten Liftung der Kurve parametrisiert. So sind die kleinen
Liftungen des Frobenius auf demselben Koordinatenring An durch die Pa-
rameterpaare {(α, 0)} gegeben.
Beispiel:
Die Durchfu¨hrung des Liftungsalgorithmus aus 3.3 zeigen wir nun an einem
Beispiel. Betrachte eine affine elliptische Kurve E : y2 = x3 + x u¨ber einen
Ko¨rper k in Charakteristik 5. Die Basisgleichung dieser Kurve ist gegeben
durch:
2(x3 + x)3 · ψ˘y − (3x10 + 1) · ψ˘x + 1 = 0
Eine Lo¨sung dieser Gleichung in k[x] erha¨lt man z.B. durch einen Koeffizi-
entenvergleich bis zum Grad (2g+1)(p+1)2 = 9:
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(ψ˘y = 2x9 + x7 + 3x, ψ˘x = 3x8 + 3x6 + x4 + 1)
Wir wa¨hlen die triviale Liftung der definierenden Gleichung y2−x3−x und
die triviale quasi-Liftung Fˆ1 u¨ber R1:
Fˆ1(x) = x5 Fˆ1(y) = y5
Das Hindernis κ(Fˆ1) ist gleich 4x13 + 3x11 + 3x9 + 4x7 wegen
Fˆ1(y2 − fσ) = y10 − x15 − x5 = (x3 + x)5 − x15 − x5
= 5 · (4x13 + 3x11 + 3x9 + 4x7) ∈ R1[x]
So erha¨lt man eine hyperelliptische Liftung F1 durch
F1(x) = x5 + 5 ·
(
(3x8 + 3x6 + x4 + 1) · (4x13 + 3x11 + 3x9 + 4x7))
F1(y) = y5 + 5 ·
(
(2x9 + x7 + 3x) · (4x13 + 3x11 + 3x9 + 4x7))
Die Parametrisierung der kleinen Liftungen von F0 ist nun gegeben durch:{
F˜1(x) := F1(x) + 10y5 · α, F˜1(y) := F1(y) + 5 · (3x10 + 1) · α
}
fu¨r ein beliebiges α ∈ A, wobei die kleinen Liftungen genau dann hyperel-
liptische Liftungen sind, wenn α in y · k[x] liegt.
Die Grade der soeben berechneten Liftung F1 sind viel ho¨her als die Grade
von F0. Es existieren jedoch Liftungen, deren Grade nicht so hoch sind. Be-
trachte z.B. eine weitere Liftung F˜1:
F˜1(x) := x5 + 5 · (x7 − x3) F˜1(y) := y5 + 5y · (x8 + 2x6 + x2 + 3)
Diese Liftung liegt im Raum der kleinen Liftungen von F0 und ist durch
α = x12 + 3x8 + 2x6 + 2x4 + x2 + 3
parametrisiert. Die Mo¨glichkeit den Grad der Liftung mo¨glichst klein zu
halten diskutieren wir im na¨chsten Abschnitt.
4.3 Minimale Liftungen
In den Beispielen aus den Abschnitten (4.2) und (3.3) haben wir gesehen,
dass die berechneten Liftungen oft ziemlich hohe Grade haben und dass es
in dieser Hinsicht viel ”kleinere“ Liftungen gibt. Mo¨chte man allerdings die
p-adischen Liftungen u¨ber Rn durch die Zerlegung in kleine Liftungsschritte
(wie in 3.3 beschrieben) bestimmen, so ha¨ngt die Komplexita¨t der Berech-
nungen sehr stark von den Graden der gewa¨hlten Liftungen ab. Also kann
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man den Algorithmus erheblich verbessern, indem man in jedem Liftungs-
schritt eine Liftung mit mo¨glichst kleinen Graden wa¨hlt.
In diesem Abschnitt beschreiben wir eine solche kleine hyperelliptische Lif-
tung Fn fu¨r die der Grad degFn(x) minimal unter allen kleinen Liftungen
ist. Wir zeigen Existenz und Eindeutigkeit dieser Liftung und geben Schran-
ken fu¨r die x-Grade von Fn(x) und Fn(y).
x-Minimale hyperelliptische Liftung:
Wir konstruieren eine Liftung des Frobenius u¨ber Rn, indem wir in jedem
Liftungsschritt die induzierende Derivation ψ mit mo¨glichst kleinen x-Grad
von ψ(x) wa¨hlen:
Lemma 4.3.1. Sei Fˆn eine quasi-Liftung von Fn−1. Dann existiert ein ein-
deutiges ψx ∈ k[x] mit
degx(ψx) < degx(f
p+1
2 ) = (2g+1)(p+1)2 ,
so daß es eine kleine Liftung Fn von Fn−1 existiert, fu¨r die
Fn(x) = Fˆn(x) + pn ∗ ψx gilt.
Beweis:




2 · ψy − (f ′)p · ψx + κ(Fn−1) = 0
Fu¨r jede Lo¨sung (ψx, ψy) dieser Gleichung ist ψx eine Lo¨sung der folgenden
Kongruenz:
(f ′)p · ψx ≡ κ(Fn−1) mod 2f
p+1
2
Die Aussage des Lemmas ist a¨quivalent dazu, dass diese Kongruenz eine
eindeutige Lo¨sung ψx mit degx(ψx) <
(2g+1)(p+1)
2 besitzt.
Nach der Voraussetzung wissen wir, daß f keine mehrfache Nullstellen hat.
Foglich sind die Polynome f und f ′ teilerfremd. Da k[x] ein euklidisches
Ring ist, folgt die Aussage des Lemmas aus der Teilerfremdheit von f
p+1
2
und (f ′)p. .
Korollar 4.3.2. Es existiert eine eindeutige Liftung Fn des Frobeniusho-






Nach dem Lemma 4.3.1 kann man F u¨ber Rn so liften, dass in jedem Lif-












= max{degx ψi(x)} ≤ (2g+1)(p+1)2
Diese Liftung ist unter der Einhaltung dieser Schranke eindeutig wegen der
Eindeutigkeit von ψi. .
Definition 4.3.3. Die eindeutige Liftung Fn aus dem Korollar 4.3.2 nennen
wir im Folgenden die x-minimale hyperelliptische Liftung von F auf
An.
Berechnung der x-minimalen Liftung:
Die Berechnung der x-minimalen hyperelliptischen Liftung erfolgt durch ei-
ne leichte Modifikation des Algorithmus aus (3.3). In jedem Liftungsschritt
lo¨sen wir die charakteristische Gleichung wie im urspru¨nglichen Algorithmus
und deformieren diese Lo¨sung entlang des Parameterraumes so, dass sie x-
minimal wird.
Sind ψ˘x und ψ˘y die Lo¨sungen der Basisgleichung und κ das Hindernis, so
erha¨lt man den Parameter α fu¨r die x-minimale Lo¨sung durch:
α := κ · ψ˘x div f
p+1
2
Einen Beispiel fu¨r die x-minimale Liftung, sowie den zugeho¨rigen Parameter
α haben wir bereits im Beispiel aus dem vorigen Abschnitt angegeben.
Die entsprechende Lo¨sung (ψx, ψy) der charakteristischen Gleichung ist nun
gegeben durch:
ψx = κ · ψ˘x + α · f
p+1
2 = κ · ψx mod f
p+1
2
ψy = κ · y · ψ˘y + α · y · (f ′)p
Minimalita¨t der Liftungen:
Die Wahl den x-Grad von Fn(x) zu minimieren war durch die Beschleu-
nigung der Berechnung der Hindernisse motiviert. Bei der Berechnung des
Terms κ := Fn(y)2 − fn(Fn(x)) fa¨llt Fn(x) mehr ins Gewicht, also erscheint
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es fu¨r die Laufzeit vorteilhafter den degx Fn(x) zu minimieren. Mit derselben
Methode ko¨nnen wir allerdings auch den Grad von Fn(y) minimal halten,
so dass degx Fn(y) < deg(f ′)p = 2gp gilt. Es ist auch mo¨glich eine gewisse
Balance zwischen den Graden von Fn(x) und Fn(y) zu halten, so dass man
eine geeignete Minimalita¨tsfunktion in Abha¨ngigkeit von Fn optimiert.
Im allgemeinen hilft die Parametrisierung der Liftungen die fu¨r konkrete An-
wendungen geeigneten Liftungen zu finden. So diskutieren wir im Abschnitt
6.4 die Wahl solcher Liftungen, fu¨r die die Reduktion der Differentiale bei der
Berechnung der induzierten Operation des Frobenius mo¨glichst einfach wird.
Auf einigen Kurven ko¨nnen auch Liftungen existieren, bei denen sowohl
degFn(x) als auch degFn(y) nicht mehr von n abha¨ngen. Ein Beispiel dafu¨r
ist gegeben durch die affine Einschra¨nkung einer projektiven Liftung nach
Charakteristik 0, bzw. von deren Reduktionen modulo p. Diesen Fall disku-
tieren wir im Kapiteln 5 und 6 fu¨r die kanonische Liftung elliptischer Kurven.
Gro¨ße der x-minimalen Liftung:
Die hyperelliptische minimale Liftung wurde so konstruiert, so dass degx Fn(x)
minimal wird, degx Fn(y) wa¨chst jedoch zusammen mit n und ist fu¨r steigen-
des n unbeschra¨nkt. Dieses Wachstum ist allerdings linear mit einer kleinen
Konstante:
Satz 4.3.4. Sei Fn eine hyperelliptische minimale Liftung des Frobenius
u¨ber Rn, dann gilt
degFn(y) < 2pg + (n− 1) (2g−1)(p+1)2 = p+12 − g + n (2g−1)(p+1)2
Beweis:
den Beweis fu¨hren wir induktiv, mit n = 0 als Induktionsbasis, wobei der
Induktionschritt n− 1 → n im Lemma 4.3.7. am Ende des Abschnittes be-
wiesen wird. .
Die Vorbereitung fu¨r das Lemma 4.3.7 beginnen wir mit einem Hilfssatz,
der die Abha¨ngigkeit des Grades des Fn(y) von dem Grad des Hindernisses
κ(Fˆn) zeigt:
Lemma 4.3.5. Sei Fn−1 die x-minimale Liftung von Frobenius u¨ber Rn−1,
κ das Hindernis zur trivialen Liftung von Fn−1. Weiterhin sei Fn die x-
minimale Liftung von Frobenius u¨ber Rn, die von Fn−1 durch die Derivation
ψn induziert ist. Dann gilt
degψn(y) ≤ max
{




Die Bilder ψn(x) und ψn(y) liefern eine Lo¨sung der charakteristischen Glei-
chung von Fn−1. Ein Auflo¨sung dieser Gleichung nach ψn(y) liefert:
ψn(y) = (f ′(x)p ψn(x)− κ) /(2f
p+1
2 ) in k[x]
Also ist Grad von ψn(y) beschra¨nkt durch
degψn(y) ≤ max{deg f ′(x)p ψn(x), deg κ} − deg(2 · f
p+1
2 )
≤ max{2pg + (2g+1)(p+1)2 − 1, deg κ} − (2g+1)(p+1)2
da degψn(x) <
(2g+1)(p+1)
2 nach der Konstruktion gilt. .
Wir betrachten nun den Grad des Hindernisses κ:
Lemma 4.3.6. Sei Fn−1 = F0 +
∑
pi ∗ ψi die p-adische Darstellung der
Liftung Fn−1. Angenommen jede Derivation ψi erfu¨llt die Ungleichung
degψi(y) ≤ 2pg − 1 + (i− 1) (2g−1)(p+1)2
dann gilt:
deg κ(Fn−1) ≤ (2g + 1) + (4pg − 2) + (n− 1) (2g−1)(p+1)2
Beweis:
Wir zerlegen den Beweis in 2 Teile in denen wir die angegebene κ Schranke
fu¨r degx Fˆn(y) und fu¨r degx Fn(fσn ) zeigen. Damit werden wir die Aussage
des Lemmas aus der Definition des Hindernisses schließen.
1) Betrachte den Term Fˆn(y)y =
∑
pi ∗ ψi(y)y ∈ Rn[x]. Nach dem Lemma
A.4 gilt:
degx(Fn(y)/y)2 ≤ 2pg − 1 + 2pg − 1 + (n− 2) (2g−1)(p+1)2
wegen der vorausgesetzten Schranken von degx ψi(y).
Die gewu¨nschte Schranke fu¨r Fˆn(y)2 = fn(x) · (Fn(y)/y)2 erhalten wir aus
der obigen Schranke fu¨r degx(Fn(y)/y)2 durch Addition von deg f = 2g+1.
.
2) Der Term degx Fn(fσn ) ist offensichtlich beschra¨nkt durch








2 und deg fn(x) < 2g + 1 gilt. Deswegen ist die
Schranke fu¨r n ≥ 2g + 1 erfu¨llt wegen:
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2g + 1 + 4pg − 2 + (n− 1) (2g−1)(p+1)2 ≥ 2g + 4pg − 1 + (2g−1)
2(p+1)
2
= 2g + 4pg − 1 + p+12
(
(2g + 1)2 − 8g)
= −2g − 1 + (2g+1)2(p+1)2





Weiterhin fu¨r n < 2g + 1 liefert das Lemma A.4 folgende Schranke:






da wir ho¨chstens n Terme der p-adischen Darstellung von Fn(x) multipli-
zieren ko¨nnen, ohne das Produkt modulo pn verschwindet. Damit folgt die
Behauptung wegen :
2g + 1 + 4pg − 2 + (n− 1) (2g−1)(p+1)2 >
g + 3pg − 1 + n (2g−1)(p+1)2 = g + 3pg − 1− n(p+ 1) + n (2g+1)(p+1)2 ≥
g + 3pg − 1− 2g(p+ 1) + n (2g+1)(p+1)2 ≥ n (2g+1)(p+1)2
.
Mit diesem Lemma ko¨nnen wir die Schranke fu¨r den Grad von ψn(y) und
damit auch fu¨r Fn(y) beweisen:
Lemma 4.3.7. Sei Fn−1 = F0 +
∑
pi ∗ ψi die p-adische Darstellung der x-
minimalen Liftung Fn−1. Weiterhin sei ψn eine Derivation, die x-minimale
Liftung Fn u¨ber Rn induziert. Angenommen fu¨r jedes i < n erfu¨llt jede
Derivation ψi die Ungleichung
degx ψi(y) < 2pg + (i− 1) (2g−1)(p+1)2
dann gilt:
degx ψn(y) ≤ (2pg − 1) + (n− 2) (2g−1)(p+1)2
Beweis:
Nach dem Lemma (4.3.5) erhalten wir eine Schranke fu¨r degx ψn(y) durch:
degψn(y) < deg κ− (2g−1)(p+1)2
Nach dem Lemma (4.3.6) kennen wir eine Schranke fu¨r degx κ:
deg κ < (2g + 1) + (4pg − 2) + (n− 2) · (2g − 1) · p+12 .
Also reicht es folgende Ungleichung zu zeigen:
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(2g + 1) + (4pg − 2) + (n− 2) (2g−1)(p+1)2 − (2g+1)(p+1)2 ≤
2pg − 1 + (n− 1) (2g−1)(p+1)2
Durch das Umformen erhalten wir eine a¨quivalente Ungleichung :
2g + 1 + 2pg − 1 ≤ (2g−1)(p+1)2 + (2g+1)(p+1)2 ⇔
2g + 2pg ≤ 2g(p+ 1)
die Trivialerweise erfu¨llt ist. Damit haben wir gezeigt, dass Grad von ψn(y)
die angegebene Schranke nicht u¨berschreitet. .
4.4 Liftungen auf den ”Kedlaya” Kurven
In diesem Abschnitt betrachten wir die Liftungen des Frobenius auf den
affinen (hyperelliptischen) Kurven, die Kedlaya in seinem Algorithmus ver-
wendet. Wir betrachten die, in diesem Algorithmus berechnete Liftung im
Rahmen der Parametrisierung der kleinen Liftungen, beweisen dadurch die
Schranken fu¨r die Gro¨ße dieser Liftung und vergleichen sie mit denen der
Einschra¨nkung der x-minimalen Liftung auf den lokalisierten Koordinaten-
ring.
Sei A = k[x, y]/(y2 − f(x)) der Koordinatenring einer affinen hyperellip-
tischen Kurve. Wir betrachten die Lokalisierung von A nach y und bezeich-
nen diesen Ring mit A(y) = k[x, y, y−1]/(y2 − f(x)). Der Ring A(y) ist der
Koordinatenring der affinen Kurve Cy, die man aus der projektiven hyperel-
liptischen Kurve durch den Schnitt mit der affinen Ebene {(y 6= 0)} erha¨lt.
Die Kurven Cy bezeichnen wir als Kedlaya Kurven.
Elemente dieser Koordinatenringe betrachten wir in der normalisierten Form,
bei der x eliminiert wird, so dass der x-Grad aller Elemente von A(y),n stets
kleiner als 2g+1 ist. Beachte, dass in dieser Normalform der y−1-Grad stets
minimal unter allen mo¨glichen Darstellungen der Elemente des Quotienten-
ringes ist.
Parametrisierung des Liftungsraumes auf Kedlaya-Kurven:
Wir wissen bereits, dass es mehr ”Raum” und dadurch mehr Liftungen des
Frobenius auf den lokalisierten Kurven gibt. Bei der Liftung des Frobenius
auf affinen Kurven mit einer definierenden Gleichung mu¨ssen wir die Bilder
F (x) und F (y) stets gleichzeitig liften, damit die Vertra¨glichkeit mit der
definierenden Gleichung erhalten bleibt. Bei den lokalisierten hyperellipti-
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schen Kurven kann man das Liften der Bilder der Variablen aufspalten. In
dem folgenden Satz zeigen wir, dass man das Bild Fn(x) frei wa¨hlen und
anschließend F (y) liften kann:
Satz 4.4.1. Sei Fn−1 eine Liftung von F u¨ber Rn und γ = Fˆn(x)+pn ∗γn ∈
Bn eine beliebige Liftung des Polynoms Fn−1(x). Dann existiert genau eine
Liftung Fn von Fn−1 fu¨r die Fn(x) = γ gilt.
Beweis:
Die Liftungen von Fn−1 u¨ber Fn entsprechen den Lo¨sungen des Gleichungs-
systems:
f ′(x)p · ψx + 2yp · ψy = κx := Fˆn(y
2−fn)
pn
yp · ψy + y−p · ψy−1 = κy := Fˆn(y·y
−1−1)
pn
dabei entsprechen diejenigen mit der zusa¨tzlichen Eigenschaft Fn(x) = γ
genau solchen Lo¨sungen, fu¨r die ψx = γn gilt. In diesem Fall hat die erste
Gleichung stets eine eindeutige Lo¨sung:
ψy := 12y
−p · (f ′(x)p · γn + κx)
Nach dem Lemma 3.5.1 existiert genau ein ψy−1 , so dass die zweite Glei-
chung fu¨r die gegebene ψy erfu¨llt ist. Damit ist der Satz bewiesen. .
Aus diesem Satz folgt insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit der Lif-
tungen des Frobenius die im Kedlaya Algorithmus verwendet wird und durch
γi = 0 fu¨r alle i > 0 definiert ist:
Korollar 4.4.2. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann existiert genau
eine Liftung des Frobenius FBn auf Bn, fu¨r die Fn(x) = x
p gilt.
Gro¨ße der Kedlaya Liftungen:
Bei der Liftung aus dem Kedlaya-Algorithmus ist der Grad von Fn(x) mini-
mal, dafu¨r der y−1-Grad von Fn(y−1) ziemlich groß. Die in der Originalarbeit
angegebene Schranke fu¨r degy−1 Fn(y−1) zeigen wir mit den entwickleten
deformationstheoretischen Methoden. Zuna¨chst beweisen wir einen zu 4.3.5
a¨hnlichen Hilfsatz:
Lemma 4.4.3. Seien die wie oben und Fn := (Fn−1)n+ pn ∗ψn eine kleine
Liftung des Frobenius auf A(y),n fu¨r die Fn(x) = xp gilt, dann gilt:
Bezeichnungen degy−1 ψn(y−1) ≤ max{degy−1(κ)+p, 2p+degy−1(ψy)}
Beweis:
Die Behauptung des Lemmas folgt unmittelbar aus der Auflo¨sung der zwei-
ten charakteristischen Gleichung nach y−1:
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ψn(y−1) = −y−p · κ− y−2p · ψn(y)
.
Satz 4.4.4. Sei Fn die Kedlaya Liftung auf A(y),n. Dann gilt
degy−1 FBn (y) < (2n− 1)p
degy−1 FBn (y
−1) < (2n+ 1)p
Beweis:
Den Beweis fu¨hren induktiv mit der Basis n = 0. Betrachte der Induktions-
schritt n− 1 7→ n. Wegen der Definition der Hindernisse und den vorausge-
setzten Schranken folgern wir aus dem Lemma A.4:
degy−1 κy = max{(2i+ 1)p+ (2(n− 1− i) + 1)p}i<n = 2np
degy−1 κx = max{(2i− 1)p+ (2(n− 1− i) + 1)p}i<n = 2(n− 1)p
Da ψn(x) = 0 nach Konstruktion der Liftung gilt, erhalten wir
degy−1 ψn(y) = degy−1 κx + p = (2n− 1)p
aus der Betrachtung y−1-Grades in der ersten charakteristischen Gleichung.
Die zweite Behauptung des Satzes folgt nach dem Lemma 4.4.3 wegen:
degy−1 ψn(y−1) ≤ max{2np+ p, (2n− 1)p+ 2p)} = (2n+ 1)p
.
Beachte, dass diese Schranke in meisten Fa¨llen genau erreicht wird.
Einschra¨nkung der x-minimalen Liftung:
Als na¨chstes betrachten wir die in (4.3) definierte x-minimale Liftung und
deren Einschra¨nkung auf den lokalisierten Koordinatenring.
Satz 4.4.5. Seien Fn die x-minimale Liftung auf der Kurve C und F tn die




Den Beweis fu¨hren induktiv mit der Basis n = 0. Betrachte der Induktions-
schritt n − 1 7→ n. Die y−1-Grade von Fn(y) und Fn(x) verschwinden nach
Konstruktion der Liftung, also gilt:
degy−1 κx = 0
Aus dem Lemma A.4 und der Definition des Hindernisses folgt
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degy−1 κy = max{ip+ (n− 1− i)p}i<n = np− p
Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem Lemma 4.4.3 wegen:
degy−1 ψn(y−1) = max{np− p+ p, 2p} = np

Damit haben wir eine kleine Liftung, bei der y−1-Grad von F tn(y−1) doppelt
so klein ist wie bei der Kedlaya Liftung. Der Gesamtgrad dieser Liftung ist
allerdings nur ein wenig kleiner als bei Kedlaya:
Lemma 4.4.6. Sei F tn die x-minimale Liftung des Frobenius, dann gilt
degy F tn(y





Die in (4.3.4) angegebene Schranken fu¨r den x-Grad liefern:
degy Fn(y) ≤ (2pg − 1 + (n− 1) (2g−1)(p+1)2 ) · 22g+1 ≤ n · (p+ 1)2g−12g+1
Die Aussage des Lemmas folgt damit aus dem Satz 4.4.5. .
4.5 Anwendung das Punkteza¨hlproblem
In diesem Abschnitt beschreiben wir die Anwendung der x-minimalen Lif-
tung auf das Punkteza¨hlproblem auf hyperelliptischen Kurven. Wir zeigen,
dass die Anwendung dieser Liftung eine schnelle Berechnung der induzier-
ten Operation des Frobenius auf der MW-Kohomologie ermo¨glicht und ei-
ne deutliche Komplexita¨tsverbesserung gegenu¨ber dem Originalalgorithmus
von Kedlaya bringt.
Anschließend diskutieren wir die gescha¨tzte Komplexita¨t und erzielten Lauf-
zeiten des implementierten Liftungsalgorithmus, sowie die Auswirkungen auf
das gesamte Punkteza¨hlalgorithmus.
MW-Kohomologie auf affinen hyperelliptischen Kurven:
Die Wahl der affinen Kurven beim Kedlaya Algorithmus (die durch das Weg-
nahme der Weierstrasspunkte aus der projektiven hyperelliptischen Kurve
entstehen) war ausschließlich durch den verwendeten Liftungsalgorithmus
motiviert. Die Idee des Punkteza¨hlens durch die Betrachtung der Monsky-
Washnitzer Kohomologie kann fu¨r beliebige glatte affine Varieta¨ten einge-
setzt werden.
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Die Dimension der Monsky-Washnitzer Kohomologie eine glatten affinen
Kurve CA vom Geschlecht g ist gleich 2g + m − 1, wobei m die Anzahl
der zum projektiven Abschluss von CA notwendigen Punkte. Die in die-
sem Kapitel betrachteten affinen hyperelliptischen Kurven vom Geschlecht
g entstehen aus der projektiven Kurve durch das Wegnahme des unendlich
fernen Punktes und folglich ist die MW-Kohomologie einer solchen Kurve
2g-dimensional, wobei eine Basis durch folgende Differentiale gegeben ist:
{y · xidx}0≤i≤2g−1
Die induzierte Operation des Frobenius darauf ist gegeben durch





∂y dy den totalen Differential von Fn bezeich-
net. Um die Matrix dieser Operation zu berechnen, mu¨ssen diese Differen-
tiale modulo den exakten Differentialen reduziert werden.
Fu¨r alle geschlossenen Differentiale betrachten wir eine eindeutige Darstel-








dx , wobei degx(hi) < 2g + 1 gilt.
Wie im Kedlaya Algorithmus kann man die Relation 2y dy = f ′(x)dx aus-
nutzen um den y-Grad von h schrittweise zu reduzieren, wobei dieser Grad
in jedem Schritt um 2 verringert wird (s. [Gerk], Kap. 5). Daraus folgt, dass
die Anzahl der notwendigen Reduktionsschritten gleich n/2, wobei n der y-
Grad von g ist.
Anwendung der x-minimalen Liftung:
Betrachte nun die x-minimale hyperelliptische Liftung. In diesem Fall ist
Fn(x) ein x-Polynom, und es gilt
DFn(x) = F ′n(x)dx fu¨r die Ableitung F ′n(x) von Fn(x) ∈ Rn[x]
Die, aus der Konstruktion der Liftung und dem Satz 3.3.4 folgenden, Schran-
ken fu¨r den x Grad von Fn(y) und Fn(x) fu¨hren zu der folgenden Schranke
fu¨r den x-Grad des Polynoms Fn(y)Fn(x)iF ′n(x):
degx(Fn(y)Fn(x)iF ′n(x)) <
(2g+1)(p+1)(i+1)
2 + 2pg + (n− 1) (2g−1)(p+1)2
Diese Schranke fu¨r den x-Grad liefert folgende Schranke fu¨r den y-Grad:
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degy(Fn(y)Fn(x)iF ′n(x)) < (i+ 1)(p+ 1) +
4pg
2g+1 + (n− 1) (2g−1)(p+1)2g+1
< (2g + 3)(p+ 1) + (n− 1) (2g−1)(p+1)(2g+1)
Folglich ist die Anzahl der notwendigen Reduktionsschritte linear in n mit
der Konstante (2g−1)(p+1)2(2g+1) .
Zum Vergleich beachte, dass beim Kedlaya Algorithmus diese Konstante
gleich p (s. 4.5.4) und damit mehr als doppelt so hoch ist. Da die bewiese-
ne Zeitkomplexita¨t des Reduktionsschrittes im Originalalgorithmus O(n3+)
betra¨gt, erha¨lt man eine Beschleunigung um Faktor > 8, und insbesondere
um Faktor > 17,5 fu¨r Geschlecht 2.
Laufzeitdiskussion
Wir haben gesehen, dass die x-minimale Liftung des Frobenius eine deut-
lich schnellere Berechnung der induzierten Operation ermo¨glicht. Es bleibt
allerdings die Frage, wie schnell die Berechnung dieser Liftungen ist und wie
sich die Laufzeiten des gesamten Punkteza¨hlalgorithmus a¨ndern.
In dem Schritt n des Liftungsalgorithmus wird eine Auswertung der berech-
neten Liftung des Fn−1 in Zq/pn [x] fu¨r die Berechnung des Hindernisses und
die modulare Reduktion der Polynome in k[x] fu¨r die Lo¨sung der charakte-
ristischen Gleichung durchgefu¨hrt.
Wir vermuten, dass die Durchfu¨hrung dieses Schrittes die Zeitkomplexita¨t
O(n2+g3+) hat, wobei n die gewu¨nschte p-adische Genauigkeit n und g das
Geschlecht der Kurve bezeichnen. Folglich ha¨tte Liftungsalgorithmus diesel-
be Zeitkomplexita¨t O(n3+g3+) wie bei Kedlaya.
Setzen nun voraus, dass die Laufzeit der beiden Liftungsalgorithmen gleich
L ist und die Laufzeit des Reduktionsschrittes bei Kedlaya (entsprechend
den Komplexita¨tsabscha¨tzungen) g ·L betra¨gt. In diesem Fall wu¨rde die Be-
schleunigung des Reduktionschrittes um Faktor λ, eine Beschleunigung des




λ+g > min{g, λ}
nach sich ziehen, wobei wir folgendes λ wegen der oben gegebenen Abscha¨t-
zung der y-Gesamtgrade:
λ ≈ (22g+12g−1)3 vermuten.
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Damit ha¨tte man eine Beschleunigung um Faktor g fu¨r Kurven mit kleine-
ren Geschlechtern und Beschleunigung um Faktor > 8 fu¨r Kurven mit g ≥ 9.
Empirische Komplexita¨tsanalyse
Die aufgestellte Vermutung haben wir durch viele Beispiele besta¨tigt, einige
davon in den unten aufgefu¨hrten Tabellen zusammengefasst sind. Der Al-
gorithmus wurde in MAGMA 2.11 implementiert (nicht optimiert) und auf
einem Windows-XP Rechner mit dem Intel Core 2 Prozessor (1,66 / 0,89
GHz) ausgefu¨hrt.
Wir haben die Berechnung der Liftung fu¨r affine hyperelliptische Kurven
vom Geschlecht g u¨ber den Ko¨rper F505 mit unterschiedlicher p-adischen Ge-
nauigkeit n durchgefu¨hrt und folgende Laufzeiten (in Sekunden) erhalten:
n 6 12 18 24
g = 1 0,4 2,1 6,0 11,1
g = 2 1,9 10,6 29,3 53,8
g = 3 6,1 33,8 88,3 154,6
An diesen Zahlen (sowie an vielen weiteren Beispielen) sieht man, dass die in
der Praxis auftretenden Abha¨ngigkeiten der Laufzeit von g und n deutlich
unter den n3, bzw. g3 liegen.
Als na¨chstes beschreiben wir die Abha¨ngigkeit der Laufzeiten von p. Da-
bei haben wir den Frobeniushomorhismus mit einer (fu¨r das Punkteza¨hlen)
ausreichenden p-adischen Genauigkeit fu¨r unterschiedliche Grundko¨rper Fdp
geliftet, wobei wir eine vergleichbare (fu¨r kryptographische Anwendungen
geeignete) Gro¨ße dieser Ko¨rper Fdp gesetzt haben.
Die folgenden Laufzeiten haben wir fu¨r die Kurve C : y2 = x5 + 2x2 + t
erhalten:
p 3 5 7 11 13 17 29 37 59
[Fp : Fq] 50 34 28 23 21 19 16 15 13
n 27 19 16 13 12 11 9 8 7
Laufzeit 35,8 33,1 38,6 60,5 64,3 89,3 149,1 205,0 341,2
Diese Ergebnisse lassen vermuten, dass die Berechnungslaufzeit (ab einem






Dieses Kapitel beschreibt die Anwendung der in den Kapiteln 3 und 4 herge-
leiteten Parametrisierung aller affinen Liftungen des Frobeniusmorphismus
fu¨r die Berechnung der projektiven Liftungen. Die Idee besteht darin, den
Frobeniusmorphismus auf affinen Karten beliebig zu liften, die Hindernisse
zur Verklebung auf den Durchschnitten zu bestimmen und anschließend die
affinen Liftungen entlang der Parameterra¨umen so zu deformieren, dass die-
se Hindernisse verschwinden.
Im affinen Fall existiert eine Liftung des Frobeniusmorphismus auf jeder
beliebigen Liftung einer glatten Kurve, im projektiven Fall treten gewis-
se Obstruktionen zur Liftbarkeit auf (s. 2.2.1), so dass es im Allgemeinen
u¨berhaupt keine Liftung des projektiven Frobeniusmorphismus gibt. Deswe-
gen konzentrieren wir uns auf den Fall der ordina¨ren elliptischen Kurven, in
dem eine kanonische Liftung des Frobeniusmorphismus stets existiert. Die
mo¨glichen Verallgemeinerungen diskutieren wir im Abschnitt 6.4.
5.1 Liftungen elliptischer Kurven, kanonische Lif-
tung
Nach einer kurzen Einfu¨hrung der elliptischen Kurven und deren kanoni-
schen Liftung, betrachten wir (projektive) elliptische Kurven als affine U¨ber-
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deckung durch zwei affine hyperelliptische Kurven und betrachten Liftungen
des Frobeniusmorphismus darauf.
Definition 5.1.1. Unter einer elliptischen Kurve u¨ber dem Ko¨rper k
verstehen wir eine glatte Kurve E von Geschlecht 1 zusammen mit einem
ausgezeichneten k-rationalen Punkt O ∈ E(k).
Fu¨r eine ausfu¨hliche Einfu¨hrung in die elliptische Kurven siehe [Silv1] und
[Silv2].
Im Folgenden konzentrieren wir uns auf ungerade Charakteristik (p > 2).
In diesem Fall ist eine elliptische Kurve affin gegeben durch die Gleichung
EA : y2 = x3+ax+ b, wobei die entsprechende affine Kurve durch das Weg-
nahme des unendlich fernen Punkt entsteht. Die Isomorphieklassen der ellip-
tischen Kurven u¨ber den Ko¨rper k sind beschrieben durch die j-Invariante
der Kurve und einem quadratischen Twist.
Kanonische Liftung:
Das folgende Theorem sichert die Existenz der projektiven Liftungen des
Frobenius auf elliptischen Kurven unter einer zusa¨tzlichen Bedingung:
Theorem 5.1.2. Sei E eine ordina¨re elliptische Kurve, dann existiert eine
(bis auf Isomorphie) eindeutige Liftung F˜ : E˜σ → E˜ des Frobeniusmorphis-
mus F : Eσ → E nach Charakteristik 0.
Beweis: s. [LST]
Insbesondere existiert eine Liftung Fn : Eσn → En u¨ber Rn, gegeben durch
die Reduktion des Paares (E˜, F˜ ) modulo pn.
Die Bedingung der Ordinarita¨t ist dabei leicht u¨berpru¨fbar:
Definition 5.1.3. Eine elliptische Kurve ist genau dann ordina¨r, wenn
deren Hasse-Invariante nicht verschwindet. Die Hasse-Invariante einer
elliptischen Kurve E : y2 = f(x) ist dabei definiert als der Koeffizient von
xp−1 in f
p−1
2 , den wir im folgenden mit Cxp−1(f
p−1
2 ) bezeichnen.
Die Isomorphieklassen der elliptischen Kurve E˜ sind eindeutig bestimmt
durch die j-Invariante von E. Daraus folgt insbesondere, dass die kanonische
Liftung E˜ allein durch die Wahl der Liftung b˜ des Koeffizienten b eindeutig
bestimmt ist.
Auch die Kurven En, die durch Reduktionen E˜ modulo pn entstehen sind
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eindeutig bestimmt durch die Reduktion von b˜. Deswegen liften wir den
Koeffizient a stets trivial und betrachten die Liftungen der definierenden
Gleichung die durch y2 = x3+ax+ bn fu¨r ein bn ∈ Rn (a ∈ k) gegeben sind.
Affine U¨berdeckung:
Die elliptische Kurve E u¨ber den Ko¨rper k, sowie deren Liftungen u¨ber den
p-adischen Ringen Rn betrachten wir im Folgenden als Vereinigung von zwei
folgenden affinen (hyper)elliptischen Kurven:
CA : {(x, y)|y2 = fn(x) := x3 + ax+ bn} ⊂ A2Rn
CB : {(s, t)|s2 = hn(t) := bnt4 + at3 + t} ⊂ A2Rn
Diese affine Karten verkleben sich dabei entlang der offenen Mengen
CAB := D(x) = {x 6= 0} ⊂ CA und CBA := D(t) = {t 6= 0} ⊂ CB
mit dem Verklebungsisomorphismus φ : CAB → CBA, gegeben durch
φ(x) = t−1, φ(y) = s · t−2 und φ(x−1) = t
Die Gleichungen fn und hn werden durch die Relation
hn(t) := fn(t−1) · t4
verklebt, so dass φ wohldefiniert ist:
φ(0) = φ(y2 − fn(x)) = s2 · t−4 − fn(t−1)
= t−4 (s2 − t4 fn(t−1)) = t−4 (s2 − hn(t)) = 0
Dieselbe U¨berdeckung wird in [LIU] fu¨r hyperelliptische Kurven verwendet,
wobei φ(y) = s · t−g−1 gilt.
Die Koordinatenringe der affinen Kurven CA und CB bezeichnen wir im
Folgenden mit
A := Rn[x, y]/(y2 − fn(x)) und B := Rn[s, t]/(s2 − hn(t))
und Koordinatenringe der Durchschnitte CAB und CBA (die aus A und B
durch das Lokalisieren nach x, bzw. t entstehen) mit
AB := Rn[x, y, x−1]/(y2 − fn(x)) und BA := Rn[s, t, t−1]/(s2 − hn(t)).
Elemente der Koordinatenringe betrachten wir stets in der normalisierten
Form, die wir bereits in 4.1 fu¨r affine hyperelliptische Kurven definiert ha-
ben (diese ist gegeben durch minimale Grade von y bzw. s).
Mit ix, bzw. it bezeichnen wir (wie in 3.5) die Einschra¨nkungsabbildun-
70
gen A → AB und B → BA, wenn auch wir gelegentlich A als Unterring
von AB auffassen und insbesondere FA fu¨r den Morphismus ix(FA) schrei-
ben. Im Folgenden werden wir uns hauptsa¨chlich auf den Durchschnitt BA
konzentrieren, deswegen, aus U¨bersichtlichkeitsgru¨nden, bezeichnen wir das
Bild φ(g) ∈ BA eines Polynoms g ∈ AB oft einfach mit g.
Projektive Liftungen des Frobeniusmorphismus:
Ein projektiver Morphismus ist eindeutig bestimmt durch seine Einschra¨n-
kungen auf affine Karten, die sich auf den Durchschnitten verkleben mu¨ssen.
Die affine Einschra¨nkungen des projektiven Frobeniusmorphismus induzie-
ren Liftungen des Frobeniushomomorphismus auf den Koordinatenringen
der affinen Karten.
Im Folgenden betrachten wir projektive Liftungen des Frobenius auf ellipti-
schen Kurven als ein Paar der affinen Liftungen des Frobenius und bezeich-
nen sie mit (E˜, F˜A, F˜B):
F˜A : A˜σ → A˜ und F˜B : B˜σ → B˜
wobei die Einschra¨nkungen F˜AB und F˜BA dieser Homomorphismen auf die
Durchschnitte die folgende Verklebungsbedingung erfu¨llen:
F˜BA = φ ◦ F˜AB ◦ φ−1,
Die Differenz F˜AB−φ◦ F˜BA ◦φ−1 kann man dabei als Hindernis zur Verkle-
bung der affinen Karten auffassen, denn es verschwindet genau dann, wenn
die affinen Morphismen auf den Durchschnitten u¨bereinstimmen.
Die projektiven Liftungen des Frobenius sind immer vertra¨glich mit der
hyperelliptischen Involution. Die affinen Einschra¨nkungen des projektiven
Frobeniusmorphismus sind folglich stets die hyperelliptischen Liftungen (s.
4.1). Also ko¨nnen wir die Berechnung der Liftungen auf den Durchschnitten
(analog zu 4.2) in einer Variablen durchfu¨hren.
Anders als in bisherigen Kapiteln, verzichten wir bei der Notation der Lif-
tungen auf den Index, der die p-adische Genauigkeit anzeigt. In dem Rest des
Kapitels sei (En−1, FA : Aσ → A,FB : Bσ → B) eine Liftung des Frobenius
auf E u¨ber Rn−1.
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5.2 Verklebbungsbedingung an die Parameterra¨u-
me
In diesem Abschnitt leiten wir die explizite Verklebungsbedingung an die
Parameterra¨ume der kleinen affinen Liftungen her.
Hindernisse zu Verklebung der affinen Liftungen:
Seien (A˜, F˜A) und (B˜, F˜B) kleine affine Liftungen von (A,FA), bzw. (B,FB)
u¨ber Rn. Wir zeigen, dass man Hindernis zur Verklebung als eine Derivation
auf Koordinatenringen u¨ber k definieren kann:
Lemma 5.2.1. Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann existiert eine ein-
deutige Derivation η ∈ Derσ(BσA, BA) definiert durch:
pn ∗ η := F˜BA − φ ◦ F˜AB ◦ φ−1
Beweis: folgt aus 2.3.2 angewendet auf die zwei kleine Liftungen von FAB,
gegeben durch F˜AB und φ ◦ F˜BA ◦ φ−1. .
Definition 5.2.2. Die Derivation η aus dem Lemma 5.2.1 nennen wir im
Folgenden das Hindernis zur Verklebung von F˜A und F˜B.
Das Hindernis η ist bestimmt durch die Bilder der Basisvariablen t und s.
Insbesondere ist η(t−1) gegeben durch η(t−1) = −t−2p · η(t). Also ko¨nnen
wir die Verklebungsbedingung von zwei kleinen affinen Liftungen als zwei
Gleichungen in dem Koordinatenring des Durchschnittes angeben:
Satz 5.2.3. Seien die Bezeichnungen wie oben. Die Liftungen F˜A und F˜B
sind genau durch den Isomorphismus φ auf den Durchschnitten verklebbar,
wenn folgende Gleichungen (genannt Verklebungsbedingungen) erfu¨llt sind:
0 = η(t) = F˜B(t) · F˜A(x)− 1
0 = η(s) = F˜B(s)− F˜A(y)F˜A(x)2
Beweis:
Die Verklebungsbedingungen sind a¨quivalent zu
0 = η(s) = F˜BA(s)− φ(F˜AB(y x−2)) = F˜BA(s)− φ(F˜AB(φ−1(s)))
und









Die letzte Gleichheit gilt, denn F˜BA(t) − F˜AB(x−1) verschwindet modulo
pn−1 wegen der Verklebbarkeit von FA und FB. .
Wegen der Vertra¨glichkeit mit der hyperelliptischen Involution sind die af-
fine Liftungen F˜A und F˜B notwendigerweise hyperelliptisch, und mit dem
folgenden Lemma ko¨nnen wir die Verklebungsbedingungen als Gleichungen
u¨ber k(t) auffassen:
Lemma 5.2.4. Sei η das Hindernis zur Verklebung von affinen hyperellipti-
schen Liftungen F˜A und F˜B, dann liegt η(t) stets in k(t) und η(s) in s ·k(t).
Beweis:
Die Behauptung des Lemmas folgt aus der Definition der hyperelliptischen
Liftungen, wegen:
F˜BA(t) ∈ Rn[t] und F˜BA(s) ∈ s ·Rn[t], sowie
φ(F˜AB(x)) ∈ φ(Rn[x]) ⊂ Rn(t) und φ(F˜AB(y)) ∈ φ(y ·Rn[x]) ⊂ s ·Rn(t)
.
Verklebung der parametrisierten affinen Liftungen:
Betrachte die durch (Aˆ, FˆA), bzw. (Bˆ, FˆB) induzierten Parametrisierungen
kleiner Liftungen auf affinen Karten. Nach dem Lemma 4.2.2 sind alle kleinen
Liftungen von (A,FA), bzw. (B,FB) parametrisiert durch (α, µA ∈ k[x])FˆA ,
bzw. (β, µB ∈ k[t])FˆB :
F˜A(x) ∈ {FˆA(x) + pn ∗∆x(α, µA)}, F˜A(y) ∈ {FˆA(x) + pn ∗∆y(α, µA)}
F˜B(t) ∈ {FˆB(t) + pn ∗∆t(β, µB)}, F˜B(s) ∈ {FˆB(s) + pn ∗∆s(β, µB)}
Die Parameter µA und µB beschreiben die Liftungen der definierenden Glei-
chungen der affinen Kurven, wa¨hrend α und β die affine Liftungen des Fro-
benius auf den gegebenen Liftungen der Kurven parametrisieren.
Nun formulieren wir die Verklebungsbedingung an die Parameterfunktio-
nen ∆x, ∆y, ∆t und ∆s, die anschließend auf die Parameter α, β, µA und
µB zuru¨ckfu¨hrbar sind:
Theorem 5.2.5. Sei η das Hindernis zur Verklebung von (Aˆ, FˆA) und (Bˆ, FˆB).
Die durch (α, µA)FˆA und (β, µB)FˆB parametrisierten kleinen affinen Liftun-
gen (A˜, F˜A) und (B˜, F˜B) verkleben sich genau dann, auf den Durchschnitten,
wenn die folgenden Gleichungen in BA erfu¨llt sind:
0 = t−pη(t) + tp∆x(α, µA) + t−p∆t(β, µB)
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0 = η(s) + t2p∆y(α, µA) + 2t−psp∆t(β, µB)−∆s(β, µB)
Beweis:
Betrachte das Hindernis η˜ zur Verklebung von (A˜, F˜A) und (B˜, F˜B) auf dem
Durchschnitt, gegeben durch
tp η˜(t) := F˜ (t)F˜ (x)− 1 und η˜(s) := F˜ (y)F˜ (t)2 − F˜ (s)
Der Term η˜(t) verschwindet genau dann, wenn:
0 = F˜ (t)F˜ (x)− 1 = (Fˆ (t) + pn ∗∆t)(Fˆ (x) + pn ∗∆x)− 1
= (Fˆ (t)Fˆ (x)− 1) + pn ∗ (∆t Fˆ (x) + ∆x Fˆ (t))
= pn ∗ (η(t) t−p + xp∆t + tp∆x)
= pn ∗ (η(t) t−p + t−p∆t + tp∆x)
und folglich ist die erste Gleichung der Verklebungsbedingung a¨quivalent
zum Verschwinden von η(t).
Analog formen den Term η(s) um:
0 = F˜ (y)F˜ (t)2 − F˜ (s)
= (Fˆ (y) + pn ∗∆y)(Fˆ (t) + pn ∗∆t)2 − (Fˆ (s) + pn ∗∆s)
= Fˆ (y)Fˆ (t)2 − Fˆ (s) + pn ∗
(
Fˆ (t)2∆y + 2 Fˆ (y)Fˆ (t)∆t −∆s
)
= pn ∗ (η(s) + t2p∆y + 2 tpyp∆t −∆s)
= pn ∗ (η(s) + t2p∆y + 2 t−psp∆t −∆s)
Also ist die zweite Gleichung der Verklebungsbedingung a¨quivalent zum Ver-
schwinden von η(s) und damit ist der Satz bewiesen. 
Beachte, dass diese Verklebungsbedingung die konkrete Gestalt des Para-
meterraums nicht verwendet. So ko¨nnte man diesen Satz fu¨r die Verklebung
des Frobenius (oder auch weiteren Morphismen) auf andere affine Varieta¨ten
verallgemeinern, wobei man es fu¨r den entsprechenden Verklebungsmorphis-
mus φ anpassen sollte.
Bei einer solchen Verallgemeinerung mu¨sste man sich allerdings mit der
Lo¨sbarkeit des Verklebungssystems auseinandersetzen, wa¨hrend das fu¨r el-
liptische Kurven angegebene Gleichungssystem im ordina¨ren Fall wegen der
Existenz der kanonischen Liftung immer lo¨sbar ist. Insbesondere ist diese
Lo¨sung immer eindeutig fu¨r ein µ aus k, denn diese Wahl entspricht der
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gewa¨hlten Liftungsform der definierenden Gleichung (Liftung des Koeffizi-
enten b).
Verklebungsbedingung als Gleichungssystem:
Durch auflo¨sen der Parameterfunktionen erhalten wir unmittelbar ein linea-
res Gleichungssystem mit 2 Gleichungen in BA und 4 Unbekannten: α, β, µA
und µB. Wegen der Verklebbarkeit der definierenden Gleichung kann man
allerdings einen der beiden µ-Parameter eliminieren durch
µB(t) = µA(t−1)t4p
Eine weitere Bemerkung besteht darin, dass man beide Gleichung u¨ber k(t)
auffassen kann. In der Tat liegen Parameterfunktionen und die Hindernisse
in k(t), bzw. s · k(t) (s. 4.2.2 und 5.2.4), also ist die erste Verklebungsbedin-
gung in k(t) und die zweite in s · k(t) definiert.
Im na¨chsten Abschnitt zeigen wir, wie man das zu lo¨sende Gleichungssy-
stem erheblich vereinfachen und insbesondere durch die Betrachtung der
projektiven Fortsetzbarkeit einer affinen Liftung nur auf die Variablen α
und µ reduzieren kann.
5.3 Projektive Forsetzbarkeit einer affinen Liftung
Eine projektive Liftung des Frobenius ist eindeutig bestimmt durch die Ein-
schra¨nkung auf eine der affinen Karten wegen der Verklebbarkeit. In der Tat
induziert die Einschra¨nkung F˜AB einer affinen Liftung F˜A auf den Durch-
schnitt AB stets den damit verklebbaren Homomorphismus F˜BA auf dem
Durchschnitt BA via
F˜BA := φ ◦ F˜AB ◦ φ−1
Dieser induzierte Homomorphismus F˜BA zwischen den lokalisierten Ringen
ist allerdings nicht immer fortsetzbar zu einer Liftung F˜B auf B˜, wobei die
Eindeutigkeit einer solchen Fortsetzbarkeit in 3.5.2 bewiesen wurde. Falls
diese Fortsetzung existiert, nennen wir die Liftung FA projektiv fortsetzbar.
In diesem Abschnitt sei (A˜, F˜A) eine kleine affine Liftung von (A,FA) und
F˜AB die Einschra¨nkung von F˜A auf den Durchschnitt A˜B
Lemma 5.3.1. Eine affine Liftung (A˜, F˜A) ist genau dann projektiv fort-














Nach der Voraussetzung existiert eine affine Liftung F˜B, deren Einschra¨n-
kung F˜BA sich mit F˜AB verklebt:
F˜BA = φ ◦ F˜AB ◦ φ−1
Nach dem Lemma 3.5.3 gilt F˜BA(it(g)) = it(F˜B(g)) fu¨r jedes g ∈ B. Also
erfu¨llt F˜BA die Bedingungen:
degt−1 F˜BA(t) = 0 und degt−1 F˜BA(s) = 0
Die Anwendung von φ−1 auf diese beide Bedingungen beweist die Aussage
des Satzes.
”⇐ ”:
Betrachte den Homomorphismus FˆBA := φ ◦ FˆAB ◦ φ−1 : BσA → BA , sowie
seine Bilder:
FˆBA(t) := φ(FˆAB(x−1)) und FˆBA(s) := φ(FˆAB(y · x−2))
Dieser Homomorphismus verklebt sich mit FˆAB nach der Konstruktion und
ist fortsetzbar zu einem Homomorphismus auf B nach dem Lemma 3.5.3, da
es nach der Voraussetzung keine t−1 Terme entha¨lt. .
Als eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz erhalten wir zwei notwen-
dige Bedingungen an eine fortsetzbare Liftung (A˜B, F˜AB), bzw. an (A˜, F˜A).
Dieses Erkenntnis kombinieren wir mit der Verklebungsbedingung (5.2.5)
an die Parameterra¨ume und erhalten ein Kriterium dafu¨r, wann eine affine
Liftung sich projektiv fortsetzen la¨ßt:
Theorem 5.3.2. Seien (Aˆ, FˆA) und (Bˆ, FˆB) kleine affine Liftungen von
(A,FA), bzw. (B,FB) und η das Hindernis zu der Verklebung dieser Lif-
tungen. Eine durch (α, µ)FˆA parametrisierte affine Liftung (A˜, F˜A) ist genau
dann projektiv fortsetzbar, wenn die folgenden (Fortsetzbarkeits-)Bedingungen
erfu¨llt sind:
degt−1
[−η(t)− t2p∆x(α, µ)] = 0
degt−1
[
η(s) + t2p∆y(α, µ) + 2t−psp ·




Nach den Voraussetzungen existiert eine mit (A˜, F˜A) verklebbare Liftung
(B˜, F˜B), parametrisiert durch (β, µB)FˆB . Betrachte die Verklebungsbedin-
gung aufgelo¨st nach ∆t und ∆s:
∆t = −η(t)− t2p∆x
∆s = η(s) + t2p∆y + 2t−psp(η(t) + t2p∆x)
Die t−1-Grade von ∆t und ∆s verschwinden, weil beide Terme als Bilder des
B-Homomorphismus F˜B−FˆBpn : B
σ → B definiert sind. Damit ist die ”⇒”-
Richtung bewiesen.
”⇐ ”:
Sei (A˘, F˘ ) eine durch (α, µ) parametrisierte Liftung. Betrachte die mit A˘
verklebbare Liftung des Koordinatenringes B˘, sowie den B˜A Homomorphis-
mus φ ◦ F˘AB ◦ φ−1 auf dem Durchschnitt B˘A, der im Raum der kleinen
Liftungen von FBA liegt.
Die Aussage des Theorems folgt nun aus dem Lemma 5.3.2, da nach der
Voraussetzung:
degt−1 ∆t := degt−1
[−η(t)− t2p∆x] = 0
degt−1 ∆s := degt−1
[
η(s) + t2p∆y + 2t−psp
(−η(t)− t2p∆x)] = 0
gilt und damit die Polynome
F˘BA(t) = FˆBA(t) + pn ∗∆t und F˘BA(s) = FˆBA(s) + pn ∗∆s
in it(B˘) ⊂ BA liegen. .
Nach dem Satz ko¨nnen wir die Grade der Parameterfunktionen ∆x und
∆y, die eine projektiv fortsetzbare Liftung induzieren, genau bestimmen:
Korollar 5.3.3. Seien die Bezeichnungen wie im Satz. Dann gilt:
degt−1 ∆x = degt−1 η(t) + 2p
degt−1 ∆y = max
{
p+1




Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus dem Theorem 5.3.2, nach dem
t−i- Koeffizientenvergleich. Weil h(t) nach der Konstruktion immer durch t
teilbar ist, gilt:
p+1
2 ≥ degt−1(t−psp) = degt−1(t−ps · h
p−1
2 (t))
Also erhalten wir folgende Schranke:
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degt−1 (η(s) + 2t−pspη(t)) ≤ max
{
p+1
2 + degt−1 η(t),degt−1 η(s)
}
und damit auch die Behauptung des Korollars. .
Auflo¨sen der Fortsetzbarkeitsbedingungen
Eine effiziente Lo¨sung des obigen Bedingungssystems findet man durch die
Beobachtungen, dass die erste Fortsetzbarkeitsbedingung nur von dem Para-
meter α abha¨ngt, und dass α aus dieser Gleichung zum großen Teil bestimmt
ist:
Lemma 5.3.4. Seien die Bezeichungen wie im Theorem. Die erste Fort-
setzbarkeitsbedingung ist a¨quivalent zu:
degt−1
[




degt−1 α = degt−1 η(t) + 2p− 3p+12 = degt−1 η(t) + p−32
Beweis:
Wegen der Wahl von µ ∈ k und der Konstruktion der Basisliftung ψ˘ (s. 4.2)
gilt:
degx µp · ψ˘(x) < 3(p+1)2 < 2p
und folglich ist der x-Grad von ∆x(α, µ) unabha¨ngig von µ:
degx∆x(α, µ) = degx(α · 2f
p+1
2 ).
Damit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen. Die zweite Behaup-
tung folgt aus dem Korollar 5.3.3. .
Hat man eine Lo¨sung α˘ der ersten Fortsetzbarkeitsbedingung gefunden, so
ist das gesuchte α ab einem gewissen Grad eindeutig bestimmt:
Lemma 5.3.5. Seien α1 und α2 zwei Lo¨sungen der ersten Fortsetzbarkeits-
bedingung, dann gilt
degx [α1 − α2] < p−32
Beweis:
Setze beide Lo¨sungen in die erste Fortsetzbarkeitsbedingung ein und sub-
trahiere die resultierenden Gleichungen voneinander. Wir erhalten:
degx
[









2 ] = 3p+12 = 2p− p−32 .
Folglich ist (α1−α2) stets durch x
p−3
2 in k[x] teilbar. Damit ist die Aussage
des Lemmas bewiesen. .
Nach diesem Lemma ko¨nnen wir das Auflo¨sen der Fortsetzbarkeitsbedin-
gungen in zwei Schritte zerlegen. Im ersten Schritt wird ein αˆ aus der er-
sten Fortsetzbarkeitsbedingung bestimmt (z. B. durch einen Koeffizienten-
vergleich bis zum Grad degt−1 η(t)). Anschließend setzen wir dieses αˆ in die
zweite Fortsetzbarkeitsbedingung und erhalten eine modifizierte Gleichung
mit den Unbekannten µp ∈ k und α˘ := α− αˆ.
Wegen der Bedingung degx α˘ <
p−3
2 kann diese Gleichung durch einen Ko-
effizientenvergleich bis zum Grad
degt−1 spt−p = p− p−12 = p+12 gelo¨st werden.
5.4 Berechnung der Liftungen: Algorithmus und
Beispiele
Dieses Kapitel beginnt mit der Beschreibung eines induktiven Algorithmus
zur Berechnung der projektiven Liftung der Frobenius auf elliptischen Kur-
ven, der auf den Ergebnissen des letzten Kapitels basiert. Ausgehend von ei-
ner projektiven Liftung (En−1, FA, FB) des Frobeniusmorphismus u¨ber Rn−1
berechnen wir im n-ten Schritt eine Liftung (En, F˜A, F˜B). Dieser Schritt ist
immer durchfu¨hrbar, falls E ordina¨r ist.
Algorithmus
1) Hindernisse zur Verklebung:
Berechne zwei beliebige Liftungen (A˜, F˜A) und (B˜, F˜B) auf den affinen Kar-
ten, sowie das Hindernis η = (η(t), η(s)) zur Verklebung auf den Durch-
schnitten.
2) Auflo¨sen der Fortsetzbarkeitsbedingung:
Finde zuna¨chst eine Lo¨sung αˆ der ersten Fortsetzbarkeitsbedingung und set-
ze α := α˘+ αˆ in die zweite Fortsetzbarkeitsbedingung ein. Dadurch erhalten
wir eine modifizierte Bedingung mit einem beschra¨nkten αˆ, deren Lo¨sung
(α˘, µ) das gesuchte Paar (α, µ) liefert.
3) Liftungen des Frobenius
Berechne die, durch (α, µ) parametrisierte Liftung (A˘, F˘A). Anschließend be-
rechne ∆t und ∆s aus der Verklebungsbedingung und damit auch die affine
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Liftung auf der Karte B.
Den skizzierten Algorithmus illustrieren wir nun am Beispiel der elliptischen
Kurve E : y2 = x3 + x+ 2 u¨ber k. Die Koordinatenringe der affinen Karten
von E sind gegeben durch:
A := k[x, y]/(y2 − x3 − x− 2) und B := k[s, t, ]/(s2 − 2t4 − t3 − t)
Beispiel: Hindernisse zur Verklebung
Betrachte die triviale Liftung der definierenden Gleichung (y2 = x3+ x+2)
u¨ber Zq/p2 sowie die zugeho¨rigen Liftungen der beiden affinen Karten. Sei-
en FˆA und FˆB kleine affine Liftungen auf beiden Karten, induziert durch
folgende Derivationen ψA und ψB:
ψA(x) = 4x11 + 3x9 + 3x8 + 2x7 + 3x6 + 3x4 + 3x+ 3
ψA(y) = y · (x12 +4x10 + x9 +3x8 +3x7 +3x5 +4x4 +4x2 +4x+2)
ψB(t) = 2t11 + 3t10 + 3t9 + 4t7 + 4t5 + 3t4 + 3t3
ψB(s) = s · (t14 + 2t12 + t11 + t9 + 3t7 + 2t5 + 3t4 + 4t3 + 4t+ 4)
Das Hindernis zur Verklebung von FˆA und FˆA ist gegeben durch die Deri-
vation η:
η(t) := ((xp + p ∗ ψA(x))(tp + p ∗ ψB(t))− 1) · t−p
= 2t11 + t10 + t9 + 4t7 + 3t6 + 4t5 + t4 + 3t2 + 3t+ 4t−1
η(s) := (yp + p ∗ ψA(y))(tp + p ∗ ψB(t))2 − (sp + p ∗ ψA(s))
= s · (2t9 + 3t8 + 2t6 + t−1 + 4t−2 + t−4)
Beispiel: Fortsetzbarkeitsbedingungen
Fu¨r die Betrachtung des Fortsetzbarkeitskriteriums beno¨tigen wir die Lo¨-
sung (ψ˘x, ψ˘y) der Basisgleichung von Aσ (s. 4.2):
ψ˘(x) = (x8 + 2x7 + x6 + x4 + 2x3 + 4x2 + x+ 2)
ψ˘(y) = y · (4x9 + 3x8 + 2x7 + 2x6 + 3x5 + 3x4 + x3 + 4x2 + 2x+ 1)
Betrachte zuna¨chst die erste Fortsetzbarkeitsbedingung:
degt−1
[−η(t)− t2p ·∆x(α, µ)] = 0 ⇔
degt−1
[−4t−1 − t2p · 2f(x)3 · α] = 0
Eine Lo¨sung α˘ := 3x2 dieser Bedingung finden wir durch den Koeffizienten-
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vergleich in t−1.
Betrache nun die zweite Fortsetzbarkeitsbedingung:
degt−1
[
η(s) + t2p∆y(α, µ) + 2t−psp
(−η(t)− t2p ·∆x(α, µ))] = 0
Wir setzen α := α˘+ α˜ und µ in diese Gleichung ein und erhalten
degt−1
[
η(s) + t2p ·
(





−t−2pη(t)− 2f(x) p+12 · (α˜+ 3x2)− µp · ψ˘x
) ]
= 0
wobei µ im Ko¨rper k nach Konstruktion liegt und fu¨r α˜ ∈ k[x] die Schranke
degx α˜ ≤ 1 wegen 5.3.5 gilt.
Wir vereinfachen die Bedingung dadurch, dass wir alle Terme, die nicht
zu dem t−1-Grad beitragen, eliminieren:
degt−1
[
s · (t−4 + 4t−2 + t−1) + 3t−2s · α˜+ 4t−4s+ 4t−1s · µp +






s · (2t2 + 3t−1 + 4t−2 · α˜+ 2t−1 · µp)]
Durch den Koeffizientvergleich in t−2 und t−1 erhalten wir α˜ = 2 und µ = 1
und damit auch das gesuchte Paar (α := 3x3 + 2, µ := 1).
Beispiel: Liftungen des Frobenius
Aus den berechneten α und µ erhalten wir nun eine affine projektiv fort-
setzbare Liftung (A˜, F˜A):
A˜ := R1[x, y]/(y2 − x3 − x− 2 + 5) = R1[x, y]/(y2 − x3 − x− 22)
F˜A(x) := x5 + 5 · (ψA(x) + 2f(x)3 · α) + µp · ψ˘x
= x5 + 5 · (4x7 + 3x4 + x3 + x2 + 2x+ 2)
F˜A(y) := y5 + 5 · (ψA(y) + y · f ′(x)5 · α+ µp · ψ˘y
= y · f(x)2 + 5 · y · (x8 + 2x6 + x5 + 2x4 + x3 + x2 + x)
Die Terme ∆t und ∆s erhalten wir aus den Verklebungsbedingungen (5.3.1).
Die Liftung auf Karte B ist gegeben durch (B˜, FB):
B˜ := R1[s, t]/(s2 − 22t4 − t3 − t)
F˜B(t) := t5 + 5 · (3t10 + 3t9 + 4t8 + 4t7 + 2t6 + t3)
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F˜B(t) := s5 + 5 · s · (4t13 + 3t12 + 2t11 + 4t10 + 2t9 + 3t8 + 4t7+
2t6 + 2t4 + 3t3 + t2 + 3)
Durch die Betrachtung der Fortsetzbarkeit des induzierten Homomorphis-
mus auf den Durchschnitten anstelle der Verklebungsbedingung haben wir
ein viel einfacheres Gleichungssystem erhalten und insbesondere mussten wir
den Parameter β nicht bestimmen. Das zu der obigen Liftung geho¨riges β
wa¨re gegeben durch:
β = 4t20 + t18 + t17 + 4t16 + t15 + 3t14 + 3t13 + 2t12 + 2t11+
3t10 + 4t9 + 2t8 + 4t7 + 3t6 + 2t5 + t4 + t3 + 4t2 + 4t+ 1
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Kapitel 6
Operation des Frobenius auf
Differentialra¨umen
In diesem Abschnitt zeigen wir wie man die deformationstheoretische Lif-
tungsmethoden auf die Ra¨ume der Differentiale und die induzierte Operation
des Frobenius fortsetzen kann. Dabei beschra¨nken wir uns auf die elliptischen
Kurven und deren holomorphen Differentiale.
Der Raum der holomorphen Differentialen der kanonischen Liftung einer
elliptischen Kurve ist ein eindimensionaler W (k)-Modul mit dem erzeugen-
den Element {dxy }. In diesem Kapitel betrachten wir die Module Rn{dxy }
und solche affine Liftungen des Frobenius auf elliptischen Kurven, die eine
lineare Operation auf diesen Moduln induzieren. Einen Beispiel fu¨r solche
induzierten Operation liefern die affine Einschra¨nkungen der kanonischen
Liftung des Frobenius auf die affine Karte A : y2 = x3 + ax+ b.
Wir beschreiben eine explizite Parametrierung sowie die Berechnungsme-
thoden fu¨r solche Liftungen. Anschließend zeigen wie diese Ergebnisse fu¨r
eine schnellere Berechnung der kanonischen Liftung des Frobenius eingesetzt
werden ko¨nnen und geben eine gute Scha¨tzung fu¨r die Grade dieser Liftung.
Die Verallgemeinerungsmo¨glichkeiten auf andere Differentialra¨ume, sowie ei-
nige weitere Anwendungsideen diskutieren wir im letzten Abschnitt.
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6.1 Affine Ω-Liftungen des Frobenius
Die durch einen projektiven Morphismus induzierte Operation auf holomor-
phen Differentialen, ist eindeutig bestimmt durch die Einschra¨nkung die-
ses Morphismus auf die geeignete affine Umgebung. In diesem Abschnitt
beschreiben wir solche affine hyperelliptische Liftungen des Frobenius auf
elliptischen Kurven, die eine lineare Operation auf dem von dxy erzeugten
Modul induzieren.
Lineare Operation auf Rn{dxy }:
Eine hyperelliptische affine Liftung des Frobeniushomomorphismus Fn nen-
nen wir eine Ω-Liftung des Frobenius, falls Fn eine lineare Operation auf
dem Modul Rn{dxy } induziert:





∂y dy der totale Differential von Fn ist.
Wegen der Definition der affinen hyperelliptischen Liftungen liegt Fn(x) in
Rn[x] und folglich gilt:
DFn(x) = F ′n(x)dx ∈ Rn[x]dx,
wobei F ′n(x) die u¨bliche Ableitung eines x-Polynoms bezeichnet. Also ist
eine affine Liftung des Frobenius genau dann eine Ω-Liftung, wenn sie die






y Λn in Rn[x]
Die letzte Gleichung gilt fu¨r jede Liftung des Frobenius, denn der Frobeni-
ushomomorphismus F : Aσ → A induziert die Nullabbildung




yp = 0 auf dem Modul k{dxy }
und folglich Λ¯n ≡ 0 mod p stets erfu¨llt ist.
Aus U¨bersichtlichkeitsgru¨nden werden wir fu¨r die triviale Liftungen (Fn−1(y))n,
bzw. (Λn−1)n im Folgenden oft Fn−1(y), bzw. Λn−1 schreiben.
Hindernisse zur Ω-Liftung des Frobenius
Im Folgenden sei Fn−1 eine Ω-Liftung des Frobenius u¨ber Rn−1, mit dem
Eigenwert Λn−1. Fu¨r eine kleine affine Liftung Fn von Fn−1 definieren wir
das Hindernis δ(Fn,Λn) zur Ω-Vertra¨glichkeit in Abha¨ngigkeit von dem Ei-
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genwert Λn durch:
pn ∗ δ(Fn,Λn) := Λn Fn−1(y)y − F ′n(x) ∈ pnRn[x]
wobei die Wohldefiniertheit wegen der Ω-Vertra¨glichkeit von Fn−1 und dem
Lemma A.3 folgt.
In diesem Abschnitt betrachten wir den Parameterraum der kleinen affinen
Liftungen von Fn−1 mit einer fixierten Liftung Fˆn als Basis. Der folgende
Satz liefert eine Bedingung der Ω-Vertra¨glichkeit an diesen Parameterraum
fu¨r den vorgegebenen Eigenwert:
Satz 6.1.1. Sei Fn eine weitere kleine affine Liftung von Fn−1, parametri-
siert durch (α, µ)Fˆn. Diese Liftung induziert genau dann eine Ω-Operation
mit dem Eigenwert Λn := Λn−1 + pn ∗ λn, wenn die Ableitung der Parame-
terfunktion ∆x(α, µ) ∈ k[x] folgende Gleichung erfu¨llt:
∆′x(α, µ) = δ(Fˆn,Λn−1) + λn · f (p−1)/2
Beweis:
Betrachte die Ω -Vertra¨glichkeitsbedingung:
0 = Λn
Fn−1(y)
y − F ′n(x)























wobei die letzte Gleichheit gilt, da die Reduktion Λ¯n−1 modulo p verschwin-
det und F¯n(y) = yp = yf
p−1
2 gilt. 
Mit dieser Bedingung ko¨nnen wir die Eindeutigkeit der induzierten linea-
ren Operation fu¨r den Fall der ordina¨ren elliptischen Kurven beweisen:
Satz 6.1.2. Sei Fn−1 eine affine Liftung des Frobenius auf einer elliptischen
Kurve E und Fn eine kleine Ω-Liftung von Fn−1. Dann erfu¨llt der Eigenwert
Λn := Λn−1 + pn ∗ λn von Fn die folgende Gleichung:





wobei H(E) die Hasse-Invariante der Kurve E ist und Cxp−1(g) den xp−1-
Koeffizienten fu¨r ein g ∈ k[x] bezeichnen.
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Beweis:
Betrachte die Ω -Vertra¨glichkeitsbedingung:
∆′x(α, µ) = δ(Fˆn,Λn−1) + λn · f
p−1
2
und insbesondere den Koeffizient von xp−1 auf beiden Seiten der Gleichung.
Auf der linken Seite verschwindet dieser Koeffizient, da er wegen der Ablei-





+ λn ·H(E) = 0




Lemma 6.1.3. Sei F1 := F + p ∗ ψ eine Ω-Liftung des Frobenius u¨ber R1,
dann ist der Eigenwert von F1 gegeben durch p · 1H(E) in R1.
Beweis:
Betrachte das Hindernis
δ(F1, 0) = 0 · ψ(y)− (xp)′ − p ∗ ψ′(x) = p ∗ (−xp−1 − ψ′(x))
und den xp−1-Koeffizient Cxp−1(δ(F1, 0)) = −1 . Die Behauptung des Lem-
mas folgt nun aus dem Satz 6.1.2. .
An den obigen Ergebnissen sieht man insbesondere, wieso man die Ordinari-
ta¨t der elliptischen Kurven (H(E) 6= 0) fu¨r die projektive Liftung beno¨tigt:
Korollar 6.1.4. Es existieren keine projektiven Liftungen des Frobenius
u¨ber p-adische Quotientenringe auf supersingula¨ren elliptischen Kurven.
Beweis:
Eine projektive Liftung des Frobenius wu¨rde eine lineare Operation auf den
holomorphen Differentialen induzieren. Nach dem Lemma 6.1.3 ist der Ei-
genwert dieser Operation gleich p/H(E) modulo p2, was zum Widerspruch
zu der Supersingularita¨t der Kurve fu¨hrt. .
Im Folgenden beschra¨nken wir uns auf die ordina¨ren elliptischen Kurven.
In diesem Fall ist das Eigenwert Λn := Λn−1 + pn ∗ λn einer Ω-Liftung von
Fn−1 eindeutig bestimmt durch
λn = −Cxp−1(δ(Fˆn,Λn−1))H(E)
Definition 6.1.5. Sei λn ∈ k[x] wie oben. Den Ω-Hindernis zu Fn defi-
nieren dann wir durch:
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δ(Fn) := δ(Fˆn,Λn−1 + λnf
p−1
2 )
Theorem 6.1.6. Eine durch (α, µ)Fˆn parametrisiere kleine affine Liftung
Fn von Fn−1 ist genau dann eine Ω-Liftung, wenn die Ableitung der x-
Parameterfunktion gleich dem zugeho¨rigen Ω-Hindernis ist:
∆′x(α, µ) = δ(Fn)
Beweis: folgt aus 6.1.1 und 6.1.2. .
Parametrisierung der Ω-Liftungen
Zum Schluss des Abschnittes geben wir eine Parametrisierung der kleinen
Ω-Liftungen von Fn−1. Im Folgenden wa¨hlen wir eine Ω-Liftung Fˆn als Basis
der Parametrisierung aller kleinen Liftungen.
Lemma 6.1.7. Sei Fn eine weitere Ω-Liftung von Fn−1, parametrisiert
durch (α, µ)Fˆn, dann gilt:
∆x(α, µ) = γp fu¨r ein eindeutiges γ ∈ k[x]
Beweis:
Die Anwendung des Theorems 6.1.5 auf die Ω-Liftungen Fn und Fˆn liefert:
∆′x(α, µ) = δ(F˘A) = 0
und beweist die Aussage des Lemmas. .
Fu¨r die Parametrisierung des Raumes aller kleinen Ω-Liftungen mu¨ssen wir
eine Lo¨sung der Basisgleichung fixieren:
Lemma 6.1.8. Es existiert eine solche Lo¨sung (ψ˘x, ψ˘y) der Basisgleichung
von A:
ψ˘x · (f ′)p + ψ˘y · fp + 1 = 0 ,
bei der ψ˘x = τp fu¨r ein τ ∈ k[x] gilt.
Beweis:
Wegen der Teilerfremdheit von f und f ′ existieren solche u und v, die fol-
gende Gleichung erfu¨llen:
v · (fσ)′ + u · fσ + 1 = 0 ⇔
vp · ((fσ)′)p + up · (fσ)p + 1 = 0 ⇔
vp · (f ′)p + up · fp + 1 = 0
Daraus erha¨lt man folgende Lo¨sung der Basisgleichung:
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Im Folgenden verwenden wir die oben angegebene Lo¨sung der Basisglei-
chung und schreiben τp fu¨r ψ˘(x).
Die kleinen Ω-Liftungen bilden eine Untermenge von kleinen affinen Lif-
tungen, die durch den folgenden Satz eindeutig parametrisiert ist:




2 νp fu¨r ein ν ∈ k[x] gilt.
Beweis:
”⇒”:
Nach dem Lemma 6.1.6 existiert ein γ ∈ k[x], das die folgende Gleichung
erfu¨llt:
γp = ∆x(α, µ) = 2f
p+1
2 · α+ µpτp
wobei τp := ψ˘x der Lo¨sung der Basisgleichung aus dem Lemma 6.1.7 ent-
spricht. Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der Tatsache, dass 2f
p+1
2 ·α
eine p-Potenz in k[x] sein muss. .
”⇐”:
Setze γ := 2f · ν + µ · τ , dann gilt γp = ∆x(α, µ) und die Behauptung des
Lemmas folgt aus dem Theorem 6.1.5. .
6.2 Existenz und Berechnung der Ω-Liftungen
Die hergeleitete Parametrisierung der kleinen Ω-Liftungen basiert auf einer
existierenden kleiner Ω-Liftung Fn von Fn−1. In diesem Abschnitt untersu-
chen wir die Existenz einer solchen Liftung und beschreiben eine einfache
Berechnungsmethode.
Existenz der Ω-Liftungen
Definition 6.2.1. Eine Ω-Liftung Fn−1, fu¨r die eine kleine Ω-Liftung Fn
existiert, nennen wir im Folgenden eine erweiterbare Ω-Liftung.
Eine notwendige Bedingung an eine erweiterbare Liftung ist gegeben durch:
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Satz 6.2.2. Sei Fn eine erweiterbare Ω-Liftung, dann erfu¨llt der Term
δ0(Fn) ∈ k[x], definiert durch:
pn+1 ∗ δ0(Fn) := Λn (Fn(y))n+1y − (Fn)′n+1(x) ∈ pnRn[x]
die folgende Bedingung:
Cxjp−1 (δ0(Fn)) = 0 fu¨r alle j > 1
Beweis:
Betrachte die Ω-Vertra¨glichkeitsbedingung an eine Ω-Liftung Fn+1 von Fn
u¨ber Rn+1 induziert durch Fn+1 := Fn + pn+1 ∗ ψ
0 = −F ′n+1(x) + Λn+1 Fn+1(y)y
= −F ′n(x)− pn+1 ∗ ψ′(x) + Λn+1 Fn(y)y
= pn+1 ∗ (−ψ′(x) + δ0(Fn) + λn+1f
p−1
2 )
Die Behauptung des Satzes folgt aus dem Koeffizientenvergleich von xjp−1
in der obigen Gleichung fu¨r ein j > 1 wegen:




Als na¨chstes definieren wir ein Analogon zu der Stammfunktion in k[x] und
leiten ein Existenzkriterium her. Fu¨r ein Polynom g =
∑
gix
i ∈ k[x] defi-











Diese Abbildung hat die folgende Eigenschaft:∫
g′ =
∫ ∑
gi · i · xi−1 =
∫ ∑
i/∈pN
gi · i · xi−1 = g
und liefert eine Stammfunktion
∫
a von a =
∑
aix
i ∈ k[x] genau dann, wenn
ajp+1 fu¨r alle j ∈ N verschwinden.
Satz 6.2.3. Sei Fˆn eine kleine affine Liftung von Fn−1, mit dem Ω-Hindernis
δ := δ(Fˆn), das die Bedingung
Cxjp−1(δ) = 0 fu¨r alle j > 1 erfu¨llt
Die Ω-Liftung Fn−1 ist genau dann erweiterbar, wenn∫
(δ) ≡ ξp mod f p+12
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fu¨r ein ξ ∈ k[x], mit degx(ξ) < 3 gilt.
Beweis:
”⇒”:
Sei Fn eine kleine Ω-Liftung von Fn−1, parametrisiert durch (α, µ)Fˆn . Nach
dem Theorem 6.1.6 gilt
∆′x(α, µ) = δ ⇔ (wegen der Bedingung an δ)
2f
p+1
2 · α+ µpτp = ∫ δ + γp fu¨r ein γ ∈ k[x]
Betrachte diese Gleichung modulo f
p+1
2 :
µpτp − γp ≡ ∫ δ mod f p+12
und den Term µτ − γ modulo f :
µτ − γ = uf + v , wobei degx v < degx f = 3 gilt.
Die Wahl ξ := v erfu¨llt die Bedingungen des Satzes, wegen
ξp = µpτp − γp − upfp ≡ ∫ δ mod f p+12 .
”⇐”:






Eine Ω-affine Liftung (A˜, F˜A) erha¨lt man z.B. durch die Parameterwahl:
α := w2 , denn in diesem Fall gilt:
∆x(α, µ) = f
p+1
2 · w + µp · τp = ∫ δ − ξp + µp · τp = ∫ δ + γp
fu¨r γ := µ · τ − ξ. Die Aussage des Satzes folgt damit aus dem Theorem
6.1.6. .
Berechnung einer affinen Ω-Liftung
Als eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz 6.2.3 erhalten wir eine einfa-
che konstruktive Methode fu¨r die Berechnung einer kleinen Ω-Liftung. Da-
bei wa¨hlen wir eine beliebige kleine Liftung Fˆn, berechnen ein ξ wie in 6.2.3







Fu¨r jede Liftung der Kurve und das zugeho¨rige Parameter µ ist die durch
das Parameterpaar (α, µ) parametrisierte Liftung Fn ist ein Ω-Liftung nach
dem Satz 6.1.6 wegen
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∆′x(α, µ) = (2f
p+1
2 · α+ µpτp)′ = (∫ (δ)− ξpµpτp)′ = δ
Beispiel: Ω-Hindernis
Diese Berechnung illustrieren wir a Beispiel der Kurve E : y2 = x3+x+2 in
Charakteristik 5 (s. auch Beispiel 5.4). Betrachte eine kleine affine Liftung
des Frobenius (A1, F1) gegeben durch die triviale Liftung der definierenden
Gleichung und die induzierende Derivation ψ:
ψ(x) = 4x11 + 3x9 + 3x8 + 2x7 + 3x6 + 3x4 + 3x+ 3
ψ(y) = y · (x12 + 4x10 + x9 + 3x8 + 3x7 + 3x5 + 4x4 + 4x2 + 4x+ 2)
Das Hindernis δ(F1, 0) zu der Ω-Vertra¨glichkeit von F1 mit dem Eigenwert
Λ = 0 ∈ R1 ergibt sich aus
5 ∗ δ(F1, 0) = Λ1 · F1(y)− F1(x) = −(x5)′ − ψ′(x)
= 5 · (4x4 + x10 + 3x8 + x7 + x6 + 2x5 + 3x3 + 2)
weil Λ1 modulo p verschwindet. Den Eigenwert Λ1 := 5 ·λ1 ∈ R1 erha¨lt man
durch:
λ1 := −Cx4 (δ(F1,0))H(E) = −42 = 3
Das Ω-Hindernis ist damit gegeben durch:
δ := δ(F1) = δ(F1, 0) + λ1 · f
p−1
2
= x10 + 3x8 + x7 + 4x6 + 2x5 + 3x2 + 2x+ 4
Beispiel: Berechnung einer Ω-Liftung
Eine Stammfunktion von δ(F1) ist wohldefiniert:∫
δ = x11 + 2x9 + 2x8 + 2x7 + 2x6 + x3 + x2 + 4x
Betrachte nun die A¨quivalenz aus dem Existenzkriterium einer Ω-Liftung:∫
δ ≡ ξp mod f p+12
Durch den Koeffizientenvergleich bis zum Grad degx f
p+1
2 = 3p+12 finden wir
eine Lo¨sung: ξ = 3x2 + x + 3. Damit haben wir die Existenz einer kleinen
Ω-Liftung des Frobenius u¨ber R1 bewiesen.







= 3x2 + x+ 2, µ := 0
)
und erhalten damit wir eine Ω-Liftung F˜1:
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F˜1(x) = x5 + 5 ∗ (ψ(x) + 2f
p+1
2 · α)
= x5 + 5 · (2x10 + 4x7 + 4x5 + 3x4 + x3 + x2 + 2x)
F˜1(y) = y5 + 5 ∗ (ψ(y) + y · f ′ · α)
= y5 + 5 · y · (3x11 + x9 + 3x8 + 3x7 + 3x5 + 4x4 + 2x2 + 4)
auf den Koordinatenring A1 := R1[x, y]/(y2 − x3 − x − 2), die eine lineare
Operation auf R1{dxy } mit dem Eigenwert 15 induziert.
Die Liftung F˜1 ist nicht erweiterbar nach dem Satz 6.2.2, wegen dem nicht





Beispiel: Parametrisierung aller kleinen Ω-Liftungen
Alle weiteren kleinen Ω-Liftungen von F erha¨lt man fu¨r beliebige µ, ν ∈ k[x]
durch:
F1(x) := F˜1(x) + 5 · fp · νp + µpψ˘x
F1(y) := F˜1(x) + 5 · y · f ′(p) · νp + µpψ˘y
wobei µ der kleinen Liftung der definierenden Gleichung von A entspricht
und (ψ˘x, ψ˘y) folgende Lo¨sung der Basisgleichung (s. 6.1.8) ist:
ψ˘x := (3x2 + x+ 2)5
ψ˘x := y · (2x11+4x9+3x8+2x7+2x6+3x5+3x4+x3+4x2+x+1)
Die in 5.4 u¨ber R1 berechnete kanonische Liftung des Frobenius wird in die-
sem Raum durch das Paar (ν := 0, µ := 1) parametrisiert und ist nach der
Definition erweiterbar.
6.3 Grade der Ω-Liftungen und Anwendungen
In diesem Abschnitt beweisen wir die Schranken fu¨r die Grade der erweiter-
baren Ω-Liftungen und zeigen wie man mit den erzielten Ergebnissen u¨ber
Ω-Liftungen eine Verbesserung des projektiven Liftungsalgorithmus erha¨lt.
Grade der erweiterbaren Ω-Liftungen
Die Ω-Vertra¨glichkeitsbedingung engt den Raum der Ω-Liftungen stark ein;
so erfu¨llten die Grade degx Fn(x) und degx Fn(y) einer erweiterbaren Ω-
Liftung Fn folgende, sehr restriktive Schranken:
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Theorem 6.3.1. Sei Fn eine erweiterbare Ω-Liftung des Frobenius u¨ber Rn,
dann gilt:
degx Fn(x) ≤ p+ np−12
degx Fn(y) ≤ 3p−12 + np−12
Beweis:
Wir fu¨hren einen induktiven Beweis, mit der Basis fu¨r n = 0
degx xp = p und degx yp = degx yf
p−1
2 = 3p−12
Betrachte die Ω-Vertra¨glichkeitsbedingung an Fn:
0 = Λn
Fn(y)
y − F ′n(x) ⇒ degx Fn(x)′ = degx Fn−1(y)
Den weiteren Beweis zerlegen wir in 2 folgende Fa¨lle:
1. degx Fn(x) = degx Fn−1(y) + 1
2. degx Fn(x) > degx Fn−1(y) + 1
und zeigen dass im ersten Fall die angegebenen Schranken erfu¨llt sind, und
der zweite Fall zum Widerspruch mit der Erweiterbarkeit von Fn fu¨hrt.
Fall 1:
Nach der Induktionsvoraussetzung erhalten wir unmittelbar:
degx Fn(x) = degx Fn−1(y) + 1 ≤ 3p−12 + (n− 1)p−12 + 1 = p+ np−12
Betrachte die induzierende Derivation ψn mit Fn := Fn−1 + pn ∗ ψn und
nehme an, dass




degx Fn(y2) = degx
[













2 = 3p+ n
p−1
2 ,
wobei die zweite Gleichung nach den Voraussetzungen u¨ber die Grade und
dem Lemma A.4 gilt:





≤ 3 + 3p−12 + (n− 1)p−12 + 3p−12 = 3p+ (n− 1)p−12
≤ degx ypψn(y)
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Auf der anderen Seite folgt aus dem Lemma A.4 und den Induktionsvor-
aussetzungen die Schranke:
degx Fn(x3) = 3p+ n
p−1
2
Dies fu¨hrt allerdings zum Widerspruch mit der Vertra¨glichkeit der Liftung
mit der definierenden Gleichung, wegen
Fn(y2 − f˜(x)) = 0 ⇒ degx Fn(y2) = degx Fn(x3)
Damit ist der erste Fall bewiesen. .
Fall 2:
In diesem Fall existiert ein γ ∈ k[x] mit p · degx(γ) > degx Fn−1(y), das
folgende Bedingungen erfu¨llt:
Fn(x) = pn ∗ γp +
∫
Fn−1(y)
Der Koeffizient von xpdegx γ−1 in δ0(Fn) ist dann ungleich 0 nach dem fol-
genden Lemma 6.3.2. Daraus folgern wir mit dem Satz 6.2.2, dass Fn nicht
erweiterbar ist, was im Widerspruch zu den Voraussetzungen steht. .
Lemma 6.3.2. Seien Fn und F˜n zwei kleine Ω-Liftungen von Fn−1, wobei
F˜n durch (α, µ)Fn parametrisiert ist. Die zugeho¨rigen Parameterfunktion er-
fu¨llen dann folgende Bedingung:






fu¨r $ := degx∆x(α, µ),
wobei Λ1 ∈ R1 die Reduktion des Eigenwerts Λn modulo p2 ist.
Beweis:
Nach dem Lemma 6.1.7 ist ∆x(α, µ) = γp eine p-Potenz in k[x] und folglich
ist $ durch p teilbar. Es gilt:
Cpx$−1(∆′x(α, µ)) =
$
p Cx$(∆x(α, µ) =: Kx
wobei Kx der leitende Koeffizient von ∆x(α, µ) ist. In diesem Fall ist der
















= Cpx$−1 (p · λ1 · f ′(x) · α)
= λ1 · 3p ·Kx · H(E)2 = 32Kx
wobei die letzte Gleichheit aus 6.1.3 folgt. Die Behauptung des Satzes folgt
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nun wegen 32 6= 1 .
Nach dem Theorem 6.2.4 wissen wir, dass es nur wenige (und auf jedem
Fall endlich viele) erweiterbare Ω-Liftungen des Frobenius u¨ber einem Ring
Rn gibt. Eine davon ist auf jedem Fall die Reduktion der kanonischen Lif-
tung des Frobenius modulo pn.
Die kanonische Liftung des Frobenius nach Charakteristik 0 ist algebraisch
und folglich wird es bei der induktiven Berechnung dieser Liftung einen ”ter-
minalen“ Schritt geben, ab dem die Liftung sich nicht mehr a¨ndert. Dieser
Schritt, tritt allerdings i.A. bei einer sehr hohen p-adische Genauigkeit, die
z.B. die fu¨r das Punkteza¨hlen notwendige Genauigkeit deutlich u¨bersteigt.
Bis zu diesem ”terminalen“ Schritt entsprechen die x-Grade der Bilder der
kanonischen Liftung des Frobenius oft genau den angegebenen Schranken.
z.B. bei der Liftung der Kurve E : y2 = x3 + x + 2/F 105 u¨ber R60 wird die
Schranke fu¨r degx Fn(x) in 48 und die degx Fn(x) in 36 Schritten genau er-
reicht, wobei die Abweichung des x-Grades von der Schranke stets ≤ 5 = p
ist.
Verbesserung des projektiven Liftungsalgorithmus
In dem kleinen Schritt des Liftungsalgorithmus (aus 5.4) haben wir zufa¨lli-
ge affinen Liftungen als Basis der Parametrisierungen gewa¨hlt. Als na¨chstes
wa¨hlen wir eine Ω-Liftung auf der Karte A als Basis und zeigen wie man
dadurch den Algorithmus beschleunigen kann.
Lemma 6.3.3. Sei (En−1, FA, FB) die kanonische Liftung des Frobenius auf
einer ordina¨ren elliptischen Kurve E u¨ber Rn−1. Weiterhin seien (Aˆ, FˆA)
eine Ω-affine Liftung von (A,FA), (B˜, F˜B) eine affine Liftung von (B,FB)
und η das Hindernis zu deren Verklebung. Dann existiert ein u ∈ k[t−1], fu¨r
die
degt−1 η(t) = degt−1 up gilt.
Beweis:
Sei (α, µ) das Paar, das die kanonische Liftung (En, F˜A, F˜B) auf der Karte
A parametrisiert. Die Liftung F˜A ist Ω-vertra¨glich und folglich existiert ein
solches γ ∈ k[x], dass ∆x(α, µ) = γp gilt. Die Behauptung des Lemmas folgt
nun wegen der ersten Fortsetzbarkeitsbedingung an (α, µ):
degt−1
[−η(t)− t2p∆x(α, µ)] = degt−1 [−η(t)− (t2γ)p] = 0
.
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Nach diesem Lemma ko¨nnen wir die Auflo¨sung der ersten Fortsetzungs-
bedingung um den Faktor p beschleunigen. In der Tat, bei der Wahl ei-
ner Ω-vertra¨glichen Liftungen als Basis der Parametrisierung auf A, muss
man den Koeffizientenvergleich nur noch u¨ber die p-Potenzen durchfu¨hren.
Diese Verbesserung illustrieren wir am Beispiel des 60-ten kleinen Liftungs-
schrittes zur Berechnung der kanonischen Liftung fu¨r die elliptische Kurve
E : y2 = x3 + x+ 2 u¨ber R61:
Wa¨hlt man auf beiden Karten die x-minimalen affinen Liftungen (s. 4.3),
dann ist der Grad des entstehenden Hindernisses η(t) gleich 126. Also muss
man in diesem Fall ein α ∈ k[x] mit degα = 129 aus der ersten Fortsetzbar-
keitsbedingung (z.B. durch einen Koeffizientenvegleich bis zum Grad 129)
berechnen. Wa¨hlt man jedoch eine Ω-affine Liftung auf der Karte A, dann
ist der Grad von η(t) zwar mit 125 a¨hnlich hoch, wir mu¨ssen jedoch den
Koeffizientenvergleich nur u¨ber die p-Potenzen fu¨hren, um ein γ vom Grad
25 zu finden.
6.4 Ausblick
Dieser Abschnitt skizziert weitere Anwendungsmo¨glichkeiten der entwickel-
ten Methoden. Wir diskutierten die Mo¨glichkeiten der weiteren Optimie-
rung affiner Liftungen des Frobenius fu¨r den Reduktionsschritt auf der MW-
Kohomologie, die Verallgemeinerung der projektiven Liftungsmethoden, so-
wie die Verklebung der Differentialen auf den Durchschnitten affiner Karten.
Optimierung der Liftung fu¨r das Punkteza¨hlalgorithmen
Im Kapitel 4 haben wir die x-minimale Liftung durch die Minimierung des
x-Grades von Fn(x) konstruiert und deren Anwendung fu¨r die Beschleuni-
gung des Reduktionsschrittes auf der MW-Kohomologie gezeigt. Man ko¨nnte
allerdings bei jedem Liftungsschritt, eine solche kleine Liftung suchen, bei
der die Anzahl der notwendigen Reduktionsschritte minimal wird.
Es stellt sich die Frage insbesondere die Frage, wie weit man die Anzahl
der Reduktionsschritten minimieren kann. Die Antwort darauf ha¨ngt stark
ab von dem Darstellungsraum des Frobenius. So induziert die kanonische
Liftung des Frobenius auf elliptischen Kurven eine Operation auf holomor-
phen Differentialen bei der man keine Reduktion beno¨tigt.
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Bei den hyperelliptischen Kurven (g > 1) hat man allerdings keine pro-
jektiven Liftungen des Frobeniusmorphismus (s. 6.4.1). Bei der Wahl der
Basis {xidxy } der MW-Kohomologie auf affinen Kurven ha¨ngt die Anzahl der
notwendigen Reduktionen von den y-Gesamtgraden der Terme:
Fn(x)iDFn(x)
Fn(y)
fu¨r 0 ≤ i ≤ 2g,
die nicht gleichzeitig verschwinden ko¨nnen. In Analogie zu elliptischen Kur-
ven ko¨nnte man jedoch versuchen, solche Liftungen Fn zu finden, so dass
diese Bru¨che teilweise oder fu¨r einige i vollsta¨ndig geku¨rzt werden und da-
durch der Gesamtgrad dieser Bru¨che mo¨glichst klein wird. Wir vermuten,
dass man auf diese Weise die Berechnung der Operation auf den Differen-
tialen weiter beschleunigen ko¨nnte.
Liftungen der projektiven Morphismen:
Im Kapitel 5 haben wir eine U¨berdeckung durch zwei affine Karten betrach-
tet, die entwickelten Methoden sind allerdings auf beliebige U¨berdeckungen
leicht verallgemeinerbar. Also ist es mo¨glich die Liftungen des Frobenius auf
allgemeineren projektiven Varieta¨ten zu betrachten. Das Problem besteht
allerdings darin, solche Varieta¨ten zu finden, auf denen die in 2.2.1 angege-
benen Obstruktionen zur Liftbarkeit verschwinden.
Satz 6.4.1. Sei C eine projektive Kurven vom Geschlecht g>1, dann exi-
stiert keine Liftung des Frobeniusmorphismus auf C u¨ber einem Quotienten-
ring Rn.
Beweis:
Angenommen es existiert eine Liftung F1 : Cσ1 → C1 von F u¨ber R1, dann
verschwinden die kleinen Obstruktionsra¨ume zur Liftbarkeit (s. 2.1) und
folglich kann man eine formale Liftung F˜ von F nach Charakteristik 0 in-
duktiv konstruieren. Diese formale Liftung wa¨re aber algebraisch wegen der
Kompaktheit der projektiven Ra¨ume (s. [GAGA])
Die Behauptung des Lemmas folgt nun aus der Hurwitz-Formel angewendet
auf die Liftung F˜ : C˜σ → C˜
2g − 2 = p(2g − 2) + degR, wobei degR ≥ 0 gilt.
.
Bei ordina¨ren abelschen (bzw. jakobischen) Varieta¨ten existiert stets eine
kanonische Liftung der Varieta¨t und eine eindeutige Liftung des Frobenius-
morphismus darauf. Es ist mo¨glich, die deformationstheoretischen Liftungs-
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methoden zur Berechung der kanonischen Liftung solcher abelschen Varie-
ta¨ten zu verwenden, fu¨r die eine explizite affine U¨berdeckung bekannt ist.
Allerdings gibt es inzwischen viel geeigneter Methoden dazu, wie z.B. die
Liftung der Theta-Funktionen in [Carls].
Weiterhin ist es wie im affinen Fall mo¨glich, andere Morphismen als den
Frobeniusmorphismus zu betrachten, denn die verwendeten Methoden nut-
zen keine besonderen Eigenschaften des Frobeniusmorphismus.
Verklebbarkeit der Differentialen:
Die Liftungen des Frobeniusmorphismus auf einer elliptischen Kurve induzie-
ren Endomorphismen auf den holomorphen Differentialen. Dabei induzieren
die affinen Liftungen F˜A und F˜B auf der Karten A und B lineare Opera-
tion auf den Moduln Rn{dxy }, bzw. Rn{dts }, deren Eigenwerte sich verkleben.






Die Verklebung der Differentialen erfolgt durch:
φ(F˜ ∗A(
dx











Diese Verklebbarkeit der Differentiale und der induzierten Operation kann
man auch auf andere Varieta¨ten verallgemeinern, fu¨r die es keine projektiven
Liftungen des Frobenius gibt, z.B. auf hyperelliptische Kurven (g>1).
Betrachte eine affine U¨berdeckung der (projektiven) hyperelliptischen Kurve
C (wie in 5.1) durch
CA := {(x, y)|y2 = fn(x)} und CB := {(s, t)|s2 = hn(t)}
die sich auf den Durchschnitten mit dem Isomorphismus φ verkleben:
φ(x) := t−1 und φ(y) := s · t−g−1







st−g−1 = − t
g−1−idt
s fu¨r alle 0 ≤ i ≤ g − 1.
Wir vermuten, dass es solche affine Liftungen FA und FB gibt, die folgende












Fu¨r den elliptischen Fall g = 1 sind solche Liftungen durch die Einschra¨n-
kungen der kanonischen Liftung des Frobenius gegeben.
Eine solche Liftung des Frobenius auf den affinen Karten ko¨nnte man dann
anwenden, um eine Operation des Frobenius auf den holomorphen Differen-
tialen der hyperelliptischen Kurve, bzw. auf den dazu isomorphen holomor-




In diesem Anhang geben wir eine kurze Einfu¨hrung in die p-adischen Zahlen
und deren Erweiterungen, und fassen anschließend einige Eigenschaften der
p-adischen Quotientenringe zusammen. Fu¨r eine ausfu¨hrliche Beschreibung
der p-adischen Zahlen verweisen wir auf [Kobl], sowie auf [FC+] fu¨r die al-
gorithmische Komponente.
Konstruktion der p-adischen Ringe:
Die Konstruktion der p-adischen Ringe beginnen wir mit der Definition ei-
ner, fu¨r eine festgewa¨hlte Primzahl p ∈ N , definierten nichtarchimedischen
Norm auf Q. Eine solche Norm soll die Ungleichung:
|a+ b| ≥ max{|a|, |b|}
anstelle der u¨blichen Dreiecksungleichung erfu¨llen.
Die Abbildung ordp : Z→ N definieren wir durch:
ordp(a) := max{i ∈ N| a ≡ 0 mod pi} fu¨r ein p 6= a ∈ Z
und erweitern es auf Q durch:
ordp(ab ) := ordp(a)− ordp(b)
Mit der zusa¨tzlichen Eigenschaft ordp(0) :=∞ definiert die Abbildung
|c|p := p−ordp(c)
eine nichtarhimedische Norm auf Q.
Unter dem Ko¨rper Qp der p-adischen Zahlen verstehen wir die Komplet-
tierung von Q bezu¨glich der p-adischen Norm |.|p. Den Ganzheitsring dieses
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Ko¨rpers bezeichnen wir mit Zp und nennen den Ring der ganzen p-adischen
Zahlen. Dieser Ring Zp ist ein lokaler diskreter Bewertungsring mit dem ma-
ximalen Ideal M = {x ∈ Zp| ordp(x) > 0}, der Bewertung ordp und dem
Residuenko¨rper Zp/M ∼= Fp.





wobei {ai} ganze Zahlen mit 0 ≤ ai ≤ p − 1 sind. Also entsprechen die
p-adischen Zahlen den formalen Potenzreihen in p.
Als na¨chstes betrachten wir die (eindeutige) unverzweigte endliche Ko¨rperer-
weiterung des Ko¨rpers Qp von Grad d, die wir mit Qq fu¨r q := pd bezeichnen.
Betrachte die Dastellung des endlichen Ko¨rper Fq := Fp[x]/(f) als Quotient
des Polynomrings modulo einem irreduziblen monischen Polynom vom Grad
d. Einen a¨hnlichen Isomorphismus gibt es auch fu¨r den Ko¨rper Qq:
Qq ∼= Qp[t]/f˜
dabei ist f˜ ein monisches Polynom, deren Reduktion modulo p gleich f ist.





i fu¨r bestimmte p-adische Zahlen ai,
die eine Erweiterung der p-adischen Bewertung auf Qq ermo¨glicht:
ordp(h) := max{ordp(ai)}
Den diskreten Bewertungsring von Qq bezeichnen wir mit Zq. Dieser Ring
Zq ist isomorph zu dem Wittvektorenring W (Fq). Insbesondere impliziert
die Unverzweigheit des Ko¨rpers Qq eine Isomorphie zwischen dem Residu-
enko¨rper Zq/(M := Zq \ pZq) und dem endlichen Ko¨rper Fq.
p-adische Quotientenringe:
In der Praxis werden die Berechnungen in den p-adischen Ringen mit einer
endlichen p-adischen Genauigkeit durchgefu¨hrt. Deswegen betrachten wir in
der Arbeit die Quotienten Rn :=W (k)/(pn+1) des Wittvektorenringes u¨ber
einen perfekten Ko¨rper in positiver Charakteristik, die wir als p-adische
Quotientenringe referenzieren. In dem (fu¨r diese Arbeit wichtigsten) Fall ei-
nes endlichen Ko¨rpers, sind diese Ringe isomorph zu den Ringen Zq/(pn+1).
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Die Zerlegung der Elemente aus Qq in eine Qp-lineare Kombination, zusam-
men mir der p-adischen Darstellung fu¨r Elemente aus Qp induziert folgende



























aij · 1Fp · xi von Fq := Fp[x]/(f)
Also ist jedes h ∈ Zq/(pn+1) eindeutig bestimmt durch einen n-Tupel der
Fq-Elemente und umgekehrt liefert jedes solches Tupel {hj}0<j<n einen Ele-
ment von Zq/(pn+1), den wir mit
n∑
j=0
pj ∗ hj bezeichnen,
wobei der Ausdruck pj ∗ hj in pnZq/(pn+1) ⊂ Zq/(pn+1) definiert ist. Fu¨r
die Elemente der Quotientenringe Rn verwenden wir eine a¨hnliche p-adische
Darstellung durch einen Tupel der Elemente des Ko¨rpers k.
Die p-adischen Quotientenringe bilden ein projektives System, wobei die












Definition A.1 Sei a ein Element aus Rn. Man nennt a˜ ∈ Rm eine Lif-




pi ∗ ai ∈ Rn nach Rm verstehen wir eine Liftung a˜ ∈ Rm von a, in




pi ∗ ai +
m∑
j=n+1




Die triviale Liftung von a nach Rm bezeichnen wir mit (a)m.
Die gegebenen Definitionen der Liftungen, trivialen Liftungen und der p-
adischen Darstellung kann man auf die u¨ber den Quoteintenringen Rn auf
eine natu¨rliche Weise erweitern.
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Im Rest des Anhangs fassen wir einige Bemerkungen u¨ber den Liftungen
von Rn nach Rm zusammen:
Lemma A.2 Sei a ∈ Rm, mit pin(a) = 0. Dann existiert ein eindeutiges
b ∈ Rm−n, das die Gleichung a = pn · (b)m erfu¨llt.
Beweis:










pi ∗ bi ∈ Rm−n
die Bedingung a = pn · (b)m genau dann, wenn bi = ai+n gilt. Also ist das




pi ∗ ai+n ∈ Rm−n
.
Korollar A.3 Seien aˆ, a˜ ∈ Rm zwei Liftungen von a ∈ Rn, dann existiert
ein eindeutiges b ∈ Rm−n, so daß pn (b)n = aˆ− a˜.
Fu¨r die Abscha¨tzungen der Grade der Polynome in p-adischen Quotienten-
ringen in den Abschnitten 4.3, 4.4. verwenden wir folgende Bemerkung:





pi ∗ gi bzw. h =
n∑
0
pi ∗ hi mit hi, gi ∈ k[x1, . . . , xm]
Dann gilt fu¨r jedes xl:
degxl(g · h) ≤ max{degxl(gi) + degxl(hj)| i+ j ≤ n}.
Beweis:
Zerlege das Produkt g · h in zwei Summen








pi+j ∗ (gi · hj) +
∑
i+j>n
pi+j ∗ gi · hj
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